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ЧИСЕЛЬНЕ ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ПЕРІОДИЧНИХ ТАБЛИЧНО-ЗАДАНИХ ФУНКЦІЙ 
З ВИКОРИСТАННЯМ МНОГОЧЛЕНА ФУР'Є 

Розроблено методологію чисельного диференціювання періодичних таблично-заданих функцій з використанням многоч-
лена Фур'є n-го порядку, яка дає можливість обчислювати похідні k-го порядку (k  n) в будь-яких точках між довільно роз-
ташованими вузлами інтерполяції. Проаналізовано останні дослідження та публікації, що дало змогу встановити складність 
задачі обчислення похідних від функції за значеннями аргумента на деякому інтервалі значень табличної функції. Наведено 
постановку задачі чисельного диференціювання періодичних таблично-заданих функцій з використанням многочлена Фур'є 
n-го порядку. Встановлено, що будь-яку таблично-задану функцію спочатку згладжують деякою функцією, котра є глобаль-
ним (локальним) інтерполяційним многочленом або многочленом, який отримано за МНК (англ. Ordinary Least Squares, 
OLS) з деякою похибкою. Під похідною від такої табличної функції розуміють похідну від її інтерполянти. Розроблено ме-
тод чисельного диференціювання періодичних таблично-заданих функцій, сутність якого зводиться до добутку вектора-рядка 
Фур'є n-го порядку на матрицю k-го порядку його диференціювання (k  n) і на вектор-стовпець коефіцієнтів відповідної ін-
терполянти. 

Наведено деякі постановки задач чисельного диференціювання періодичних таблично-заданих функцій з використанням 
многочлена Фур'є n-го порядку, відповідні алгоритми їх розв'язання та конкретні приклади реалізації. Встановлено, що для 
обчислення похідної k-го порядку від табличної функції за прийнятим значенням аргумента потрібно виконати такі дії: за 
даними таблиці сформувати матричне рівняння та розв'язати його; підставити у відповідний матричний вираз отриманий ко-
рінь з матричного рівняння та значення аргумента і виконати вказані у виразі дії множення матриць. Здійснено перевірку 
правильності виконання розрахунків з використанням відповідних центральних різницевих формул. Встановлено, що обчис-
лені похідні k-го порядку з використанням формул центральних скінченних різниць практично  збігаються зі значеннями, от-
риманими за допомогою інтерполяційного многочлена Фур'є n-го порядку, тобто значення похідних обчислено правильно.  

Ключові слова: зашумлені дані; згладжування функцій; інтерполяція табличних функції; методи регуляризації; обчис-
лення похідних.  

Вступ / Introduction 
Під час розв'язання багатьох математичних задач з 

інженерії ПЗ часто виникає потреба отримання значень 
похідних різних порядків від функції f[x], заданої у виг-
ляді таблиці [13, 19]. У цьому випадку безпосередньо 
застосувати методи диференційного числення або не-
можливо, або занадто складно [3, 18, 23, 27, 38]. Тоді 
використовують наближені методи чисельного дифе-
ренціювання табличних функцій. Нагадаємо, у чисель-
них методах чисельне диференціювання описує алго-
ритми для оцінювання похідної математичної функції, 
використовуючи для цього значення табличної функції 
та інші знання про дану функцію [38]. 

Задача чисельного диференціювання полягає в зна-
ходженні значень похідних від функції y = f[x] в зада-

них точках у випадках, коли аналітичний вигляд фун-
кції f[x] невідомий (задана неявно), дуже складний або 
функція f[x] задана таблицею. Привабливість чисельно-
го підходу пояснюється наявністю простих так званих 
різницевих формул [24, 27, 33, 48], за допомогою яких 
похідні в заданих точках табличної функції можна об-
числити приблизно за декількома значеннями функції 
f[x] в цих і близьких до них точках. 

Існує багато різних способів чисельного диференці-
ювання таблично-заданих функцій (англ. Numerical Dif-
ferentiation of Periodic Tabular Functions). Вибір най-
придатнішого алгоритму залежить від того, наскільки 
обраний метод є точним, має необхідну стійкість та 
збіжність, які затрати комп'ютерних ресурсів на його 
використання, наскільки гладкою є крива інтерполянти, 
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яку кількість наборів даних (значень аргументів і відпо-
відних значень функції) вона вимагає і т.д. 

Найбільш зручним інтерполяційним многочленом 
для чисельного диференціювання таблично-заданих фун-
кцій є поліном Ньютона [1, 45]. За допомогою нього бу-
ло отримано різницеві формули різного порядку точ-
ності залежно від кількості задіяних точок xj [23, 24, 
38]. Однак, якщо функція має періодичний характер, то 
тут доцільно використовувати інший клас інтерполя-
ційних функцій, наприклад тригонометричний многоч-
лен Фур'є n-го порядку [13, 14, 19, 26, 55], який, як на 
наш погляд, має значно більше переваг порівняно з по-
ліном Ньютона. 

Об'єкт дослідження – чисельне диференціювання 
періодичних таблично-заданих функцій з огляду на їх 
високу точність, необхідну стійкість та збіжність, а та-
кож належну ефективність використання комп'ютерних 
ресурсів. 

Предмет дослідження – алгоритми і методи чисель-
ного диференціювання періодичних таблично-заданих 
функцій з використанням многочлена Фур'є, що дасть 
можливість обчислювати похідні заданого порядку в 
будь-яких точках між довільно розташованими вузлами 
інтерполяції. 

Мета роботи – розробити методологію чисельного 
диференціювання періодичних таблично-заданих фун-
кцій з використанням многочлена Фур'є n-го порядку, 
що дасть можливість обчислювати похідні k-го порядку 
в будь-яких точках між довільно розташованими вузла-
ми інтерполяції. 

Для досягнення зазначеної мети визначено такі ос-
новні завдання дослідження: 
● проаналізувати останні дослідження та публікації, що дасть 
змогу встановити основну складність задачі обчислення по-
хідних від функції за значеннями аргумента на деякому ін-
тервалі значень табличної функції; 

● навести постановку задачі чисельного диференціювання пе-
ріодичних таблично-заданих функцій з використанням мно-
гочлена Фур'є n-го порядку; 

● з'ясувати особливості чисельного диференціювання пері-
одичних таблично-заданих функцій з використанням мно-
гочлена Фур'є n-го порядку в довільно розташованих вузлах 
інтерполяції; 

● навести деякі постановки задач чисельного диференціюван-
ня періодичних таблично-заданих функцій з використанням 
многочлена Фур'є n-го порядку та алгоритм їх розв'язання, а 
також конкретні приклади їх реалізації; 

● здійснити перевірку правильності виконання розрахунків з ви-
користанням відповідних центральних різницевих формул. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Чи-
сельне диференціювання –задача обчислення похідних 
від функції за заданими значеннями аргумента на де-
якому інтервалі значень табличної функції. Така потре-
ба виникає внаслідок проведення різних наукових дос-
ліджень і практичних застосувань, наприклад: ідентифі-
кації точок розриву в процесі оброблення зображення 
[33, 37]; процедури розв'язування інтегрального рівнян-
ня Абеля [35]; визначення піків у хімічній спектроско-
пії [28]; деякі обернені задачі в рівняннях математичної 
фізики [16] тощо. Основна складність в некоректності 
самої задачі, де малі похибки у вимірюваннях значень 
функції можуть призвести до великих помилок під час 
обчислення похідних [11, 16]. 

За останні декілька десятиліть багато сучасних під-
ходів до чисельного диференціювання функцій були 
розроблені та розвинені різними дослідниками з різних 

країн [10, 11, 16, 30, 32, 52, 53]. Вони вдосконалювали 
відомі методи та знаходили нові шляхи для підвищення 
точності процедури чисельного диференціювання фун-
кцій. Проаналізуємо деякі з них. 

Оскільки чисельне диференціювання функцій є не-
коректною проблемою, то для її наближення потрібні 
відповідні методи регуляризації, тобто внесення деякої 
додаткової інформації, щоб знайти рішення некоректно 
поставленої задачі. В чисельному диференціюванні 
функцій використовувані багатьма дослідниками мето-
ди регуляризації базуються на (зовнішніх) параметрах, 
наприклад, регуляризації Тихонова, яка має певні об-
числювальні труднощі, пов'язані з ними. У таких підхо-
дах ітераційні методи регуляризації слугують приваб-
ливою альтернативою. Наприклад, у роботі [1] автори 
пропонують новий ітеративний метод регуляризації, де 
мінімізуючий функціонал містить не зашумлені дані 
безпосередньо, а скоріше згладжену або інтегровану їх 
версію. Перевага цього методу в тому, що, окрім пря-
мого використання зашумлених даних, створена послі-
довність функцій під час процесу їх згладжування не 
вимагають перетворення, а отже, не істотно впливають 
на точність числового диференціювання. 

Нагадаємо, зашумлені (приблизно лінійні) дані, до 
яких допасовано лінійну чи поліноміальну функції. Хо-
ча поліноміальну функцію можна допасувати й ідеаль-
но, проте від лінійної функції можна очікувати кращого 
узагальнення. Іншими словами, якби ці дві функції зас-
тосовувати для екстраполювання даних за межами тих, 
до яких здійснювалося допасовування, то лінійна фун-
кція давала б кращі передбачення. 

У роботі [33] наведено новий підхід до побудови 
скінченно-різницевих методів, придатних для стабіль-
ного чисельного диференціювання функцій. Показано, 
як багато-точкові так звані диференціатори можуть ге-
нерувати алгоритми з кроком h як параметром регуля-
ризації. Наведено константи оцінок, які можна обчис-
лити явно. Також розроблено ітераційну регуляризуючу 
схему розв'язування задачі чисельного диференціюван-
ня функції у формі інтегрального рівняння Вольтерри 
[2, 39]. 

У роботі [36] запропоновано метод стійкого чисель-
ного диференціювання функцій на підставі зашумлених 
даних. Метод вимагає аналітичного розв'язання інтег-
рального рівняння Вольтерри другого роду. Наведено 
деякі численні результати його застосування. У розгля-
нутих прикладах їхній початковий розв'язок було обчи-
слено аналітично. Розглянуті приклади показують, що 
запропонований метод стійкого чисельного диференці-
ювання більш ефективний, ніж деякі інші методи, нап-
риклад варіаційна регуляризація. 

Робота [48] стосується класу багатокрокових чи-
сельних різницевих методів для розв'язання одновимір-
них параболічних обернених задач математичної фізи-
ки із параметром керування джерелом тепла p(t). В цій 
роботі автори застосували лінійний багатокроковий ме-
тод у поєднанні з інтерполяцією Лагранжа для розроб-
лення трьох різних різницевих схем. Оскільки проблема 
чисельного диференціювання функцій з зашумленими 
та розсіяними даними є дещо некоректною, то розроб-
лена автором сплайн-модель їх згладжування на підста-
ві методу регуляризації Тихонова придатна для обчис-
лення чисельної похідної, забрудненої шумовою по-
милкою. Також у роботі запропоновано оцінки похибок 
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усікання та зроблено висновки щодо збіжності запропо-
нованих авторами різницевих методів відповідно. Наве-
дено результати численних тестів для даних з різними 
рівнями їх зашумлення, які показали, що запропоновані 
алгоритми точні та ефективні. 

У роботі [45] автори обговорюють некоректність по-
хідної від інтерпольованої функції та показали регуля-
ризовану часткову похідну від інтерпольованої функції 
для сигналів з обмеженою смугою частот у двовимірно-
му випадку. Також автори дослідили збіжність регуля-
ризованої похідної від інтерпольованої функції та по-
рівняли її за допомогою теореми про вибірку Шеннона. 

Стосовно рядів Фур'є, то тут варто згадати тригоно-
метричну серію професора Зиґмунда [56], яку вперше 
було опубліковано у Варшаві ще в 1935 році, яка зго-
дом зарекомендувала себе як класична. В цій серії ав-
тор навів стислий опис головних результатів, відомих 
як на той час, але в такому масштабі, що обмежив мож-
ливість їх детального обговорення. Значно доповненим 
було друге видання (Cambridge, 1959), опубліковане у 
двох томах, яке повністю врахувало розвиток тригоно-
метричних рядів, рядів Фур'є та суміжних розділів чис-
тої математики з моменту публікації оригінального ви-
дання. Ці два томи, переплетені разом із передмовою 
Роберта Феффермана [55], окреслюють значення пода-
ного в ньому матеріалу. Том I, що містить повністю пе-
реписаний матеріал оригінальної роботи, стосується 
тригонометричних рядів і рядів Фур'є. Том II містить 
багато матеріалів, які раніше не було опубліковано у 
вигляді книги. 

У роботі [26] автори розробили алгоритм для розши-
рення на нерівнопросторний випадок швидкого алго-
ритму побудови спектрально-точних наближень Фур'є 
для гладких, але неперіодичних даних. Автори вважа-
ють, що алгоритми швидкого перетворення Фур'є (англ. 
Fast Fourier Transform, FFT), які дають змогу набли-
женню Фур'є бути періодичним у розширеній області 
визначення, можна поєднати з основними ідеями, що 
знаходяться в основі алгоритмів нерівнопросторного 
швидкого перетворення Фур'є (англ. Non-uniform Fast 
Fourier Transform, NFFT). Результатом такого об'єдна-
ного методу є алгоритм, який дає змогу швидко й точно 
апроксимувати рядами Фур'є нерівномірно відібрані не-
періодичні багатовимірні дані. Особливе значення зап-
ропонованого алгоритму в тому, що його використання 
дає змогу уникнути труднощів, пов'язаних із обумовле-
ністю лінійних систем, які необхідно розв'язати для по-
будови продовження Фур'є. Ефективність розробленого 
методу еквівалентна ефективності NFFT, а точність 
запропонованого алгоритму показано на багатьох прик-
ладах. Численні результати демонструють спектральну 
швидкість збіжності цього методу для достатньо глад-
ких функцій. Також показано, що точність алгоритму 
для достатньо великих наборів даних покращена на 
кілька порядків порівняно з раніше опублікованими ме-
тодами інтерполяції розсіяних даних. 

У роботі [9] автори отримують експоненціально точ-
ні ряди Фур'є для неперіодичних функцій на інтервалі [-
1,1] шляхом їх розширення на періодичні функції у 
більшій області визначення. Ряд можна оцінити шляхом 
його побудови за допомогою швидкого перетворення 
Фур'є FFT (англ. Fast Fourier Transform). Наведено пов-
ну теорію збіжності на підставі ортогональних поліно-
мів, які нагадують поліноми Чебишева першого і друго-

го роду. Автори аналізують запропонований раніше ме-
тод чисельного диференціювання функцій, який є нес-
табільним у теорії, але стабільним на практиці. Також 
автори запропонували новий чисельний метод, стабіль-
ний як в теорії, так і на практиці. 

У роботі [16] автори розглядають особливості чи-
сельного диференціювання періодичних функцій, зада-
них зашумленими даними. Наведено та проаналізовано 
новий метод, який ґрунтується на техніці регуляризації 
відповідного компактного оператора з усіченим сингу-
лярним розкладом TSVD (англ. Truncated Singular Val-
ue Decomposition). Було встановлено, що новий метод 
збігається з деяким підходом до скорочених рядів 
Фур'є. Також наведено значну кількість прикладів, що 
демонструють ефективність запропонованого методу. 

У роботі [52] автори розглядають особливості чи-
сельного диференціювання функцій, заданих зашумле-
ними даними. Наведено та обговорено новий підхід, 
який базується на інтегральному рівнянні першого роду 
з відповідним компактним оператором. Оскільки сингу-
лярну систему компактного оператора можна отримати 
легко, то усічений сингулярний розклад TSVD (англ. 
Truncated Singular Value Decomposition) вибрано як не-
обхідну техніку регуляризації. Тут автори показують, 
що метод вимагає дискретного синусного перетворен-
ня, тому його можна легко та швидко реалізувати. Та-
кож наведено значну кількість прикладів, що де-
монструють ефективність запропонованого методу. 

У роботі [53] авторами отримано теоретичний ре-
зультат для довільного чисельного диференціювання 
функції від Hn [0, 1]. Але в цьому методі для різних n 
використовують різні підходи до вирішення проблеми. 
У роботі [51] автори наводять метод чисельного дифе-
ренціювання періодичних функцій. У запропонованому 
методі обчислювальні процеси стали рівномірними для 
різних n, що означає, що метод є самоадаптивним. 

У роботі [54] автори наводять новий метод чисель-
ного диференціювання двовимірних періодичних фун-
кцій, коли задано зашумлений набір даних. Як необхід-
ну методику регуляризації обрано усічений сингуляр-
ний розклад TSVD (англ. Truncated Singular Value De-
composition). Автори встановили, що новий метод збі-
гається з деяким підходом до скорочених рядів Фур'є. 
Для демонстрації ефективності методу також наведено 
значну кількість прикладів. 

У роботі [11] розглянуто класичну некоректну зада-
чу чисельного диференціювання функцій новим мето-
дом. Автори роботи запропонували метод скорочення 
Фур'є для обчислення похідних високого порядку. Вони 
отримали оцінку стійкості методу типу Гельдера. Опи-
сано особливості чисельної реалізації методу скорочен-
ня Фур'є. Наведена значна кількість прикладів показує, 
що запропонований метод є ефективним і стабільним. 

У роботі [12] досліджено задачу чисельного дифе-
ренціювання періодичних функцій від двох змінних зі 
скінченною гладкістю. Для досягнення стійких набли-
жень досліджено деякі варіанти методу усікання Фур'є. 
Для розроблених методів знайдено оцінки точності сто-
совно кількості використаних коефіцієнтів ряду Фур'є. 
Автори наводять значну кількість проведених експери-
ментів, результати яких підтверджують правильність 
їхніх теоретичних висновків. 

У роботі [49] на підставі ідеї розширення Фур'є роз-
роблено новий метод чисельного диференціювання 
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двовимірних функцій на довільній області визначення. 
Для цього неперіодичну функцію було розширено до 
періодичної у дещо більшій області визначення. Метод 
регуляризації Тихонова в шкалах Гільберта використа-
но для вирішення некоректної постановки проблеми. 
Як стабілізатор було використано норму Соболєва, виз-
начену на більшій області визначення. Аналіз похибок 
забезпечено параметром регуляризації, обраним за 
принципом розбіжності. Для ілюстрації ефективності 
запропонованого методу також наведено значну кіль-
кість проведених експериментів. 

У роботі [7] автори вважають, що диференціювання 
функцій (обчислення похідних) є одним із найважливі-
ших понять у численні, яке використовують у багатьох 
галузях математики, в т.ч. й прикладної. Цілком при-
родно, що чисельне диференціювання функцій має бути 
важливою технікою виконання інженерних розрахун-
ків. Однак, оскільки чисельне диференціювання фун-
кцій є некоректним у розумінні Адамара, згідно з яким 
будь-яка невелика помилка у вимірюваннях значень бу-
де збільшена під час обчислення похідних, то інжене-
рам дуже важко використовувати цю техніку виконання 
обчислень. У своїй роботі автори запропонували новий 
простий чисельний метод для реконструкції початкової 
функції з розсіяних вхідних даних і обчислення її по-
хідних, внаслідок чого показують, що їхній метод є 
ефективним і може бути легко реалізований. 

У роботі [5] автори вважають, що ефективним засо-
бом апроксимації аналітичної неперіодичної функції на 
обмеженому інтервалі є використання ряду Фур'є у 
більшій області визначення. При належній побудові це 
так зване розширення Фур'є геометрично швидко схо-
диться за параметром усікання. На жаль, процедура об-
числення розширення Фур'є вимагає розв'язання погано 
обумовленої лінійної системи, тому можна очікувати, 
що така швидка збіжність буде втрачена при виконанні 
обчислень із заданою точністю. Їхньою метою було по-
казати, що це не так, що розширення Фур'є фактично 
чисельно стабільне, коли реалізовані в скінченній ариф-
метиці, і досягають швидкої збіжності, яка є принаймні 
супералгебраїчною. Отже, у цьому випадку погана обу-
мовленість лінійної системи не перешкоджає адекват-
ній апроксимації навіть зашумлених вхідних даних. 

У другій частині роботи [5] автори розглядають пи-
тання обчислення розширень Фур'є з рівнопросторних 
даних. Отримані результати [34] стверджують, що жо-
ден метод вирішення цієї проблеми не може бути одно-
часно чисельно стабільним і експоненціально збіжним. 
Автори пояснюють, як розширення Фур'є пов'язане з 
цим теоретичним бар'єром і демонструють, що вони 
особливо добре підходять для вирішення цієї проблеми, 
а саме, вони досягають принаймні супералгебраїчної 
збіжності чисельно стабільним способом. 

У роботі [22] автори вважають, що діапазон методів 
Фур'є може бути значно збільшений шляхом розширен-
ня неперіодичної функції f(x) до періодичної (x) на 
більшому інтервалі. Коли функція f(x) аналітично відо-
ма на розширеному інтервалі, то розширення є прямим. 
Якщо ж функція f(x) невідома за межами фізичного ін-
тервалу, то для роботи з нею немає стандартного рецеп-
ту. Набагато гірше, коли, наприклад, безрадарний лі-
тальний апарат, який пробирається крізь туман, так і ал-
горитм може зазнати краху для проблеми "гори в тума-
ні". Йдеться про те, що функція f(x), яка цілком добре 

поводиться на фізичному інтервалі, повністю може ма-
ти різні сингулярності в розширеній області визначен-
ня. У своїй роботі автори порівнюють роботу декількох 
алгоритмів для успішного розширення функції f(x) у 
"тумані", навіть якщо аналітичне розширення є сингу-
лярним. Найкраще розширення третього роду вимагає 
розкладання сингулярного значення з ітеративним 
уточненням, де сягає точності, близької до машинної. 

Отже, проведений аналіз останніх досліджень та 
публікацій у сфері чисельного диференціювання фун-
кцій (обчислення похідних) показав, що багатьма дос-
лідниками розроблено потужний математичний апарат, 
який можна використовувати для розв'язання широкого 
кола задач як наукового, так і прикладного характеру. 
Але основна маса досліджень – це строга теорія чисель-
ного диференціювання функцій, тобто уточнення її 
фундаментальних математичних положень. У техніч-
них системах чисельне диференціювання функцій 
найчастіше використовують для розпізнавання образів і 
покращення їх якості. Проте, якщо до обчислення по-
хідних немає застережень, то використання чисельного 
диференціювання функцій не позбавлене своїх недолі-
ків, пов'язаних з деякими відхиленнями через нагрома-
дження похибок обчислення за великої кількості за-
шумлених даних. 

Результати дослідження та їх обговорення / 
Research results and their discussion 

1. Під час вирішення проблем інженерії ПЗ існує ба-
гато прикладних задач [3, 23, 24, 27, 38], у математич-
ному формулюванні яких виникає потреба обчислення 
похідних 1-го та вищих порядків від функцій, заданих 
таблицею. Найважливіша з них полягає у знаходженні 
екстремуму цільової функції за однією чи багатьма не-
залежними змінними [14, 18]. Переважно таку функцію 
у процесі оптимізаційного розрахунку подають в таб-
личному вигляді, а незалежні змінні, що відповідають її 
екстремуму, визначають з лінійних чи нелінійних сис-
тем рівнянь [18, 38], які отримують шляхом прирівню-
вання до нуля частинних похідних цільової функції за 
цими незалежними змінними. 

Зазвичай, постановка задачі чисельного диференці-
ювання періодичних таблично-заданих функцій з вико-
ристанням многочлена Фур'є n-го порядку має таке 
формулювання: для періодичної табличної функції V = 
Vn[] потрібно у довільній точці простору аргумента, 
заданого значенням  = ', обчислити похідні 1-го чи 2-
го порядків dV/d (d2V/d2) і (або) похідні вищих по-
рядків dnV/dn. 

У загальному випадку функцію V = Vn[], задану у 
вигляді табл. 1, спочатку згладжують деякою функцією 
Q[], котра є глобальним (локальним) інтерполяційним 
многочленом або многочленом, який отримано за МНК 
з деякою похибкою Rn() [27]. Під похідною від такої 
табличної функції потрібно розуміти похідну від її ін-
терполянти [13, 14]. Тут варто відзначити некоректність 
процедури чисельного диференціювання періодичних 
таблично-заданих функцій в тому сенсі, що близькість 
табличної функції V[] та загладжуваної функції Q[] 
не гарантує близькості їх похідних [23, 38]. Понад це, 
вони можуть мати у одній і тій же точці ' похідні різ-
них знаків [24, 27]. Тому чисельне диференціювання 
періодичних таблично-заданих функцій необхідно зас-
тосовувати обережно і, як правило, для похідних неве-
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ликих порядків. Тим не менше такий підхід широко ви-
користовують на практиці, в т.ч. й під час вирішення 
проблем інженерії ПЗ. 
Табл. 1. Загальний вигляд таблично-заданої функції для P 

вузлів інтерполяції 

№ вузла 1 2 … p … P 
рад 1 2 … p … P 
V, од. v1 v2 … vp … vP 

Варто зазначити, що запис формул через функцію 
V[] відповідає постановці задачі чисельного диферен-
ціювання, коли її аналітичний вигляд невідомий або ду-
же складний. Це означає, що значення функції V[] 
можна розрахувати в потрібних точках p з кроком h. 
При цьому h називають кроком чисельного диференці-
ювання та підбирають залежно від поведінки функції 
V[] в околі точки 0. 

Запис формул через vp відповідає постановці задачі 
чисельного диференціювання, коли функція V[] задана 
таблицею. При цьому для крайніх точок  1 і p можна 
застосовувати різницеві формули диференціювання 
вперед та назад (відповідно до того, з якого вони боку), 
а для внутрішніх точок краще застосовувати симетрич-
ні різницеві формули чисельного диференціювання [33, 
48]. В цій роботі буде застосовано традиційний підхід 
до чисельного диференціювання періодичних таблич-
но-заданої функції з використанням інтерполяційного 
многочлена Фур'є n-го порядку. 

2. Розглянемо послідовність дій чисельного дифе-
ренціювання таблично-заданих функцій з використан-
ням многочлена Фур'є n-го порядку. 

У загальному випадку функцію V = Vn[], яку задано 
табл. 1, можна подати аналітично її інтерполянтою у 
вигляді многочлена Фур'є n-го порядку [19]: 
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 (1) 

де:  – значення вузлової точки; [ ]n   – рядок Фур'є n-

го порядку; тC  – транспонований рядок (стовпець) ко-
ефіцієнтів інтерполянти. 

У роботі [19] зазначено, що для визначення коефі-
цієнтів інтерполянти тC , заданої многочленом Фур'є n-
го порядку, потрібно побудувати у матричному вигляді 
таку лінійну систему алгебричних рівнянь: 

 т т[ ]n C V    , (2) 

де: [ , 1, ]p p P    – значення вузлових точок; 
т т[ , 1, ]pV v p P   – вузловий вектор-стовпець, який міс-

тить значення вузлів інтерполяції; т т т т
0[ , , , 0,2 ]j jC c c b j n   

– невідомі значення коефіцієнтів інтерполянти; [ ]n   – 
матриця Фур'є n-го порядку, елементи якої визначають 
за вузловими точками таблично-заданої функції. 

З виразу (2) видно, що стовпець тC  є коренем тако-
го матричного рівняння: 

 т 1 т[ ]nC V    , (3) 

де: [ ]n   – матриця, обернена до матриці Фур'є. Отже, 
маючи періодичну таблично-задану функцію (див. табл. 
1), її дані згладжуємо інтерполяційним многочленом 
Фур'є n-го порядку. Тепер його можна використовувати 
не тільки для обчислення інтерпольованого значення 
функції у заданій точці, але й для обчислення похідних 
k-го порядку (k  n) в будь-якому вузлі інтерполяції 

З виразу (1) видно, що для обчислення інтерпольо-
ваного значення функції у заданій точці потрібно пе-
ремножити вектор-рядок Фур'є n-го порядку, обчисле-
ного за прийнятим значенням аргумента, на вектор-
стовпець коефіцієнтів інтерполянти, внаслідок чого от-
римаємо число – значення функції. Щоб обчислити по-
хідну в будь-якому вузлі інтерполяції потрібно між ци-
ми двома векторами розмістити деяку матрицю (як ви-
явиться нижче – квадратну, але не одиничну), яка б да-
вала змогу дещо поміняти місцями елементи вектора-
рядка Фур'є та, перемноживши його на вектор-стовпець 
коефіцієнтів інтерполянти, можна було б отримати чис-
ло, яке вказуватиме на значення похідної у прийнятому 
вузлі інтерполяції. 

З урахуванням зазначеного вище, похідні 1-го, 2-го та 
k-го порядків (k ≤ n) від многочлена Фур'є n-го порядку 

(1) можна визначити за однією з формул (4), де 1D , 
2 1 1D D D    , 3 2 1D D D    , ..., 1 1k kD D D  

   – матриці 
1-го, 2-го, 3-го і k-го порядків диференціювання рядка 
Фур'є n-го порядку. Тут варто зауважити, що матриця 
1-го порядку диференціювання рядка Фур'є 1-го поряд-
ку буде мати зовсім іншу розмірність та значення 
елементів, ніж матриця 1-го порядку диференціювання 
рядка Фур'є 2-го порядку. 
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Отже, для обчислення похідної k-го порядку від 
функції, заданої табл. 1, за прийнятим значенням аргу-
мента  = ' потрібно виконати такі дії: 
● за даними таблиці сформувати матричне рівняння (3) та 
розв'язати його; 

● підставити у вирази (4) отриманий корінь тC  з матричного 
рівняння (3) та значення аргумента  = ' і виконати вказані 
у виразах дії множення матриць. 

3. Розглянемо деякі постановки задач чисельного 
диференціювання періодичних таблично-заданих фун-

кцій з використанням многочлена Фур'є n-го порядку та 
алгоритм їх розв'язання на конкретних прикладах. 

Приклад 1. Потрібно обчислити значення похідних 1-
го порядку від функції V = V1[], заданої табл. 1 [19], за 
такого значення аргумента  = 2/9. Правильність вико-
нання розрахунків перевірити з використанням відповід-
ної центральної різницевої формули. 

Розв'язавши матричне рівняння (3), сформоване з 
числових значень таблично-заданої функції, отримаємо 
коефіцієнти інтерполянти (1), поданої у вигляді многоч-
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лена Фур'є 1-го порядку [19, (8)]. Коефіцієнти інтерпо-
лянти подамо у вигляді вектора-рядка з числовими еле-
ментами: 

 0,50 1,50 3,50C    . (5) 

1.1. Значення похідної 1-го порядку від функції V = 
V1[] при  = ' = 2/9 знаходимо за відповідною фор-
мулою з (4), внаслідок чого отримаємо такий матрич-
ний вираз для диференціювання періодичної таблично-
заданої функції: 
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підставивши у який значення ' = 2/9, отримаємо: 

 ' 2 /9

0 0 0 0,50
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 (7) 

Правильність обчислення похідної 1-го порядку пе-
ревіримо з використанням формули центральних скін-
ченних різниць [31, ст. 636, (8.5)], а саме 

 
2
b a

k

dV v v

d h
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
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. (8) 

Результати обчислення похідної 1-го порядку залеж-
но від кроку h між вузлами інтерполяції в околі точки 
' наведено в табл. 2. 
Табл. 2. Результати обчислення похідної 1-го порядку з вико-
ристанням формули (8) залежно від кроку h між вузлами ін-

терполяції 

V1[] \ h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 
Va -0,14547 0,23126 0,41712 0,56418 0,58245 0,59704
Vb 1,30297 0,95912 0,78151 0,63709 0,61890 0,60433

dV/d 3,62108 3,63926 3,64382 3,64528 3,64532 3,64534

З даних цієї таблиці видно, що за кроку h = 0,001 об-
числена похідна 1-го порядку з використанням форму-
ли центральних скінченних різниць (8) практично збі-
гається зі значенням (7), отриманим за допомогою ін-
терполяційного многочлена Фур'є 1-го порядку [19, 
(8)], тобто значення похідної обчислено правильно. 

Приклад 2. Потрібно обчислити значення похідних 1-
го і 2-го порядків від функції V = V2[], заданої табл. 2 
[19], за такого значення аргумента  = 2/9. Правильність 
виконання розрахунків перевірити з використанням відпо-
відних центральних різницевих формул. 

Розв'язавши матричне рівняння (3), сформоване з 
числових значень таблично-заданої функції, отримаємо 
коефіцієнти інтерполянти (1), поданої у вигляді многоч-
лена Фур'є 2-го порядку [19, (13)]. Коефіцієнти інтерпо-
лянти подамо у вигляді вектора-рядка з числовими еле-
ментами: 

 1,1534 1,50 0,1931 1,6534 1,6307C    . (9) 

2.1. Значення похідної 1-го порядку від функції V = 
V2[] при  = ' = 2/9 знаходимо за відповідною фор-
мулою з (4), внаслідок чого отримаємо такий матрич-
ний вираз для диференціювання періодичної таблично-
заданої функції: 
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підставивши у який значення ' = 2/9, отримаємо: 
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Правильність обчислення похідної 1-го порядку пе-
ревіримо з використанням формули центральних скін-
ченних різниць (8), внаслідок чого отримаємо результа-
ти розрахунку, наведені в табл. 3. 
Табл. 3. Результати обчислення похідної 1-го порядку з вико-
ристанням формули (8) залежно від кроку h між вузлами ін-

терполяції 

V2[] \ h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 
Va 0,39830 0,93534 1,19556 1,39772 1,42255 1,44235
Vb 2,32892 1,91689 1,68839 1,49642 1,47190 1,45222

dV/d 4,82655 4,90779 4,92825 4,93481 4,93501 4,93508

З даних цієї таблиці видно, що за кроку h = 0,001 об-
числена похідна 1-го порядку з використанням форму-
ли центральних скінченних різниць (8) практично збі-
гається зі значенням (11), отриманим за допомогою ін-
терполяційного многочлена Фур'є 2-го порядку [19, 
(13)], тобто значення похідної обчислено правильно. 

2.2. Значення похідної 2-го порядку від функції V = 
V2[] при  = ' = 2/9 знаходимо за відповідною фор-
мулою з (4), внаслідок чого отримаємо такий матрич-
ний вираз для диференціювання періодичної таблично-
заданої функції: 
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підставивши у який значення ' = 2/9, отримаємо: 
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Правильність обчислення похідної 2-го порядку пе-
ревіримо з використанням формули центральних скін-
ченних різниць [31, ст. 636, (8.7)], а саме 
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Результати обчислення похідної 2-го порядку залеж-
но від кроку h між вузлами інтерполяції в околі точки 
' наведено в табл. 4. 
Табл. 4. Результати обчислення похідної 2-го порядку з вико-
ристанням формули (14) залежно від кроку h між вузлами ін-

терполяції 

V2[] \ h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 
Vc -0,67608 0,39830 0,93534 1,34775 1,39772 1,43740
Vk 1,44728 1,44728 1,44728 1,44728 1,44728 1,44728
Vd 2,93251 2,32892 1,91689 1,54511 1,49642 1,45714

d2V/d -3,98835 -4,18362 -4,23346 -4,24950 -4,25000 -4,25016

З даних цієї таблиці видно, що за кроку h = 0,001 об-
числена похідна 2-го порядку з використанням форму-
ли центральних скінченних різниць (14) майже збі-
гається зі значенням (13), отриманим за допомогою ін-
терполяційного многочлена Фур'є 2-го порядку [19, 
(13)], тобто значення похідної обчислено правильно. 

Приклад 3. Потрібно обчислити значення похідних 1-
го, 2-го і 3-го порядків від функції V = V3[], заданої табл. 
3 [19], за такого значення аргумента  = 2/9. Правиль-
ність виконання розрахунків перевірити з використанням 
відповідних центральних різницевих формул. 

Розв'язавши матричне рівняння (3), сформоване з 
числових значень таблично-заданої функції, отримаємо 
коефіцієнти інтерполянти (1), поданої у вигляді многоч-
лена Фур'є 3-го порядку [19, (18)]. Коефіцієнти інтерпо-
лянти подамо у вигляді вектора-рядка з числовими еле-
ментами: 
 3,9222 1,7666 5,0037 4, 4222 0,9699 0, 2666 0,3407C     . (15) 

3.1. Значення похідної 1-го порядку від функції V = 
V3[] при  = ' = 2/9 знаходимо за відповідною фор-
мулою з (4), внаслідок чого отримаємо такий матрич-
ний вираз для диференціювання періодичної таблично-
заданої функції: 
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підставивши у який значення ' = 2/9, отримаємо: 
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Правильність обчислення похідної 1-го порядку пе-
ревіримо з використанням формули центральних скін-
ченних різниць (8), внаслідок чого отримаємо результа-
ти розрахунку, наведені в табл. 5. 

З даних цієї таблиці видно, що за кроку h = 0,001 об-
числена похідна 1-го порядку з використанням форму-
ли центральних скінченних різниць (8) майже збі-
гається зі значенням (17), отриманим за допомогою ін-

терполяційного многочлена Фур'є 3-го порядку [19, 
(18)], тобто значення похідної обчислено правильно. 
Табл. 5. Результати обчислення похідної 1-го порядку з вико-
ристанням формули (8) залежно від кроку h між вузлами ін-

терполяції 

V3[] \ h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 
Va -1,24938 -0,79731 -0,55225 -0,34973 -0,32410 -0,30354
Vb 0,74868 0,22426 -0,03863 -0,24683 -0,27264 -0,29325

dV/d 4,99515 5,10787 5,13615 5,14521 5,14549 5,14558

3.2. Значення похідної 2-го порядку від функції V = 
V3[] при  = ' = 2/9 знаходимо за відповідною фор-
мулою з (4), внаслідок чого отримаємо такий матрич-
ний вираз для диференціювання періодичної таблично-
заданої функції: 
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підставивши у який значення ' = 2/9, отримаємо: 
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2
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Правильність обчислення похідної 2-го порядку пе-
ревіримо з використанням формули центральних скін-
ченних різниць (14), внаслідок чого отримаємо резуль-
тати розрахунку, наведені в табл. 6. 
Табл. 6. Результати обчислення похідної 2-го порядку з вико-
ристанням формули (14) залежно від кроку h між вузлами ін-

терполяції 

V3[] \ h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 
Vc -1,91809 -1,24938 -0,79731 -0,40081 -0,34973 -0,30868
Vk -0,29840 -0,29840 -0,29840 -0,29840 -0,29840 -0,29840
Vd 1,72285 0,74868 0,22426 -0,19504 -0,24683 -0,28810

d2V/d 2,50973 2,40256 2,37425 2,36507 2,36478 2,36468

З даних цієї таблиці видно, що за кроку h = 0,001 об-
числена похідна 2-го порядку з використанням форму-
ли центральних скінченних різниць (14) практично збі-
гається зі значенням (19), отриманим за допомогою ін-
терполяційного многочлена Фур'є 3-го порядку [19, 
(18)], тобто значення похідної обчислено правильно. 

3.3. Значення похідної 3-го порядку від функції V = 
V3[] при  = ' = 2/9 знаходимо за відповідною фор-
мулою з (4), внаслідок чого отримаємо такий матрич-
ний вираз для диференціювання періодичної таблично-
заданої функції: 
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підставивши у який значення ' = 2/9, отримаємо: 
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Правильність обчислення похідної 3-го порядку пе-
ревіримо з використанням формули центральних скін-
ченних різниць [31, ст. 636], а саме 
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Результати обчислення похідної 3-го порядку залеж-
но від кроку h між вузлами інтерполяції в околі точки 
' наведено в табл. 7. 
Табл. 7. Результати обчислення похідної 3-го порядку з вико-
ристанням формули (22) залежно від кроку h між вузлами ін-

терполяції 

V3[] \h 0,2 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 
Vc -1,91809 -1,24938 -0,79731 -0,40081 -0,34973 -0,30868
Va -1,24938 -0,79731 -0,55225 -0,34973 -0,32410 -0,30354
Vb 0,74868 0,22426 -0,03863 -0,24683 -0,27264 -0,29325
Vd 1,72285 0,74868 0,22426 -0,19504 -0,24683 -0,28810

d3V/d3 -22,19866 -22,54354 -22,62775 -22,65453 -22,65536 -22,65563

З даних цієї таблиці видно, що за кроку h = 0,001 об-
числена похідна 3-го порядку з використанням форму-
ли центральних скінченних різниць (22) майже збі-
гається зі значенням (21), отриманим за допомогою ін-
терполяційного многочлена Фур'є 3-го порядку [19, 
(18)], тобто значення похідної обчислено правильно. 

Тут варто звернути увагу на деяких особливостях 
формування матриць 1-го, 2-го, 3-го і k-го порядків ди-
ференціювання рядка Фур'є n-го порядку, де k  n. Для 
матриць непарних порядків (1-го, 3-го і т.д) числові 
значення елементів знаходяться обабіч головної діаго-
налі, які міняють місцями (за винятком с0) коефіцієнти 
многочлена Фур'є – наступний з попереднім. При цьому 
попередній коефіцієнт міняє знак на протилежний. Вод-
ночас, для матриць парних порядків (2-го, 4-го і т.д) 
числові значення елементів знаходяться на головній ді-
агоналі, які міняють тільки знак (за винятком с0) коефі-
цієнтів многочлена Фур'є на протилежний. 

Отже, наведено деякі особливості чисельного дифе-
ренціювання періодичних таблично-заданих функцій з 
використанням многочлена Фур'є n-го порядку в до-
вільно розташованих вузлах інтерполяції. Встановлено, 
що для обчислення похідної k-го порядку від функції, 
заданої таблицею, за прийнятим значенням аргумента  
= ' потрібно виконати такі дії: за даними таблично-за-
даної функції потрібно сформувати матричне рівняння 

та розв'язати його; підставити у відповідний матричний 
вираз отриманий корінь з матричного рівняння та зна-
чення аргумента  = ' і виконати вказані у виразі дії 
множення матриць. 

Обговорення результатів дослідження. Чисельне 
диференціювання функцій є цікавою темою в області 
числового аналізу. Це виникає в багатьох інженерних 
задачах, насамперед в їхніх математичних моделях ста-
нів об'єктів, процесів і явищ [6, 15, 17, 35, 37, 40]. Ос-
новна складність чисельного диференціювання функцій 
полягає в тому, що така процедура є некоректною, тоб-
то малі помилки у вхідних даних можуть призвести до 
значних помилок у наближених похідних. За останні 
роки у відкритому друці та мережі Інтернет було наве-
дено широкий набір обчислювальних методів для вирі-
шення проблеми чисельного диференціювання функцій 
[4, 8, 20, 21, 29, 33, 41, 42, 43, 47, 50, 51, 52, 54]. Згідно з 
наявними методами регуляризації, нові методи можна 
класифікувати на методи різниць, методи пом'якшення, 
методи усічення та методи Тихонова. Більшість дослід-
ників зосереджували свою увагу на одновимірному ви-
падку, однак було опубліковано декілька праць, в яких 
розглянуто багатовимірні випадки [25, 33, 44, 46, 53]. В 
цих роботах на підставі апроксимації радіальних базис-
них функцій [43] автори використали напівнорму в гло-
бальному просторі як функціонал регуляризації на кін-
цевому інтервалі. Розв'язуючи чисельно функціонал 
згладжування, було побудовано алгоритм регуляризації 
на підставі функції Гріна [41]. Наприклад, у роботі [44] 
наведено алгоритм регуляризації для реконструкції чи-
сельних похідних із двовимірних розсіяних і водночас 
зашумлених даних на підставі теорії апроксимації 
сплайнів тонких пластин. 

Внаслідок виконаного дослідження отримано такі 
основні наукові результати: розроблено метод чисель-
ного диференціювання періодичних таблично-заданих 
функцій з використанням многочлена Фур'є n-го поряд-
ку для однієї незалежної змінної у довільно розташова-
них вузлах інтерполяції. Особливу увагу зосереджено 
на матричному методі обчислення похідних k-го поряд-
ку за допомогою матриці диференціювання рядка Фур'є 
n-го порядку і стовпця коефіцієнтів відповідної інтер-
полянти. Наведено результати обчислення похідних k-
го порядку від інтерполянт, заданих многочленом Фур'є 
n-го порядку для відповідної кількості вузлових точок. 
Зроблено перевірку правильності обчислення похідних 
k-го порядку з використанням відповідних формул цен-
тральних скінченних різниць. 

Отже, за результатами виконаної роботи можна сфор-
мулювати такі наукову новизну та практичну значу-
щість результатів дослідження. 

Наукова новизна отриманих результатів досліджен-
ня – вперше розроблено метод чисельного диференці-
ювання періодичних таблично-заданих функцій від од-
нієї незалежної змінної у довільно розташованих вузлах 
інтерполяції, сутність якого зводиться до добутку трьох 
матриць – вектора-рядка Фур'є n-го порядку, визначено-
го за прийнятим значенням аргумента, на матрицю k-го 
порядку його диференціювання (k  n) і на вектор-стов-
пець коефіцієнтів інтерполяційного многочлена Фур'є 
n-го порядку. 

Практична значущість результатів дослідження – 
розроблені алгоритми та методи чисельного диференці-
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ювання періодичних таблично-заданих функцій від од-
нієї незалежної змінної з використанням многочлена 
Фур'є n-го порядку можна використати в практиці як 
математичного моделювання, так і комп'ютерної графі-
ки для оброблення зображень. Основна складність по-
лягає в тому, що малі похибки у значеннях табличної 
функції можуть призвести до великих помилок під час 
обчислення похідних. 

Висновок / Conclusions 
Розроблено методологію чисельного диференці-

ювання періодичних таблично-заданих функцій з вико-
ристанням многочлена Фур'є n-го порядку, яка дає мож-
ливість обчислювати похідні k-го порядку (k  n) в 
будь-яких точках між довільно розташованими вузлами 
інтерполяції. За результатами проведеного дослідження 
можна зробити такі висновки. 

1. Проаналізовано останні дослідження та публіка-
ції, що дало змогу встановити складність задачі обчис-
лення похідних від функції за значеннями аргумента на 
деякому інтервалі значень табличної функції. З'ясовано, 
що багатьма дослідниками розроблено потужний мате-
матичний апарат, який можна використовувати для роз-
в'язання широкого кола задач як наукового, так і прик-
ладного характеру. Однак, основна частка досліджень – 
це строга теорія чисельного диференціювання функцій, 
тобто уточнення її фундаментальних математичних по-
ложень. 

2. Наведено постановку задачі чисельного диферен-
ціювання періодичних таблично-заданих функцій з ви-
користанням многочлена Фур'є n-го порядку. Встанов-
лено, що будь-яку таблично-задану функцію спочатку 
згладжують деякою функцією, котра є глобальним (ло-
кальним) інтерполяційним многочленом або многочле-
ном, який отримано за МНК з деякою похибкою. Під 
похідною від такої табличної функції розуміють похід-
ну від її інтерполянти. Некоректність процедури чи-
сельного диференціювання табличних функцій в тому, 
що близькість табличної функції та загладжуваної не 
гарантує близькості їх похідних. 

3. З'ясовано особливості чисельного диференці-
ювання періодичних таблично-заданих функцій з вико-
ристанням многочлена Фур'є n-го порядку в довільно 
розташованих вузлах інтерполяції. Розроблено метод 
чисельного диференціювання періодичних таблично-за-
даних функцій, сутність якого зводиться до добутку век-
тора-рядка Фур'є n-го порядку на матрицю k-го порядку 
його диференціювання (k  n) і на вектор-стовпець ко-
ефіцієнтів відповідної інтерполянти. 

4. Наведено деякі постановки задач чисельного ди-
ференціювання періодичних таблично-заданих функцій 
з використанням многочлена Фур'є n-го порядку, відпо-
відні алгоритми їх розв'язання та конкретні приклади 
реалізації. Встановлено, що для обчислення похідної k-
го порядку від табличної функції за прийнятим значен-
ням аргумента  = ' потрібно виконати такі дії: за да-
ними таблиці сформувати матричне рівняння та 
розв'язати його; підставити у відповідний матричний 
вираз отриманий корінь з матричного рівняння та зна-
чення аргумента  = ' і виконати вказані у виразі дії 
множення матриць. 

5. Здійснено перевірку правильності виконання роз-
рахунків з використанням відповідних центральних різ-
ницевих формул. Встановлено, що обчислені похідні k-

го порядку з використанням формул центральних скін-
ченних різниць практично  збігаються зі значеннями, 
отриманими за допомогою інтерполяційного многочле-
на Фур'є n-го порядку, тобто значення похідних обчис-
лено правильно. 
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NUMERICAL DIFFERENTIATION OF PERIODIC TABULAR-SPECIFIED FUNCTIONS USING 
THE FOURIER POLYNOMIAL 

A methodology for numerical differentiation of periodic tabular-specified functions using the Fourier polynomial of the n-th 
order has been developed, which makes it possible to calculate derivatives of the k-th order (k  n) at any points between arbitrarily 
located interpolation nodes. The latest research and publications were analyzed, which made it possible to establish the complexity of 
the task of calculating the derivatives of the function by the values of the argument on a certain interval of values of the tabular 
function. The formulation of the problem of numerical differentiation of periodic tabular-specified functions using the Fourier 
polynomial of the n-th order is given.  It is established that any tabular-specified function is first smoothed by some function, which 
is a global (local) interpolation polynomial or a polynomial obtained by OLS (Ordinary Least Squares) with some error. The 
derivative of such a tabular function is understood as the derivative of its interpolant. A method of numerical differentiation of 
periodic tabular-specified functions has been developed, the essence of which is reduced to the product of the Fourier series vector of 
the n-th order by the matrix of the k-th order of its differentiation (k  n) and the column vector of the coefficients of the 
corresponding interpolant. 

Some statements of problems of numerical differentiation of periodic tabular-specified functions using the Fourier polynomial of 
the n-th order, corresponding algorithms for their solution and concrete examples of implementation are given. It was established that 
to calculate the derivative of the k-th order from the table function based on the accepted value of the argument, the following actions 
must be performed: form a matrix equation based on the table data and solve it; substitute into the corresponding matrix expression  
the obtained root from the matrix equation  and the value of the argument and perform the matrix multiplication actions specified in 
the expression. The check has been made of the correctness of performing  calculations using the appropriate central difference 
formulas.  It was established that the calculated derivatives of the k-th order using the formulas of central finite differences 
practically coincide with the values obtained using the Fourier interpolation polynomial of the n-th order, that is, the values of the 
derivatives are calculated correctly.  

Keywords: noisy data; smoothing functions; interpolation of tabular functions; regularization methods; calculation of derivatives. 


