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ОСОБЛИВОСТІ ШИФРУВАННЯ БЛОКОВИХ ДАНИХ УТОЧНЕНИМИ 
ПОЛІНОМІАЛЬНИМИ МАТРИЦЯМИ ФІБОНАЧЧІ 

Показана можливість вирішення проблеми генерування ключів для шифрування блокових даних у вигляді n-ої послідов-
ності уточнених поліноміальних матриць Фібоначчі m-го порядку, елементами яких є поліноми Фібоначчі з номерами від 
(n–2)-го до (m+n–2)-го. Отримані матриці Фібоначчі дають змогу знаходити як їхні визначники, так і обернені матриці, при-
датні для матричного шифрування блокових даних. З'ясовано, що навіть за останнє десятиліття надруковано значну кіль-
кість публікацій, в кожній з яких обґрунтовано різні підходи як до генерування послідовностей поліноміальних матриць Фі-
боначчі, так і доведено доцільність їх використання для шифрування блокових даних. Виявлено, що застосування таких 
матриць як окремої процедури для захисту блокових даних у теорії та практиці криптографії трапляється вкрай рідко. Про-
аналізовано послідовності поліноміальних матриць Фібоначчі від 2-го до 5-го, згідно з яким виявлено недоліки у тради-
ційному підході до формування структури елементів таких матриць, насамперед кількості (k) різних її елементів, якими є 
поліноми Фібоначчі не вище (n–1)-го степеня. Встановлено, що для матриць Фібоначчі будь-якого порядку (m) таких різних 
поліномів Фібоначчі буде всього k = 3, структура яких залежатиме тільки від номера (n) послідовності поліноміальної мат-
риці Фібоначчі. Така незначна їх кількість є не тільки малоінформативною та прозорою для криптоаналітика, але й не 
стійкою щодо криптоаналізу. Уточнено структуру елементів поліноміальних матриць Фібоначчі, кількість яких вже зале-
жить від порядку матриці (m) і становить k = m+1. Розроблено метод генерування послідовності уточнених поліноміальних 
матриць Фібоначчі, який полягає у використанні рекурентного матричного співвідношення, згідно з яким наступну поліно-
міальну матрицю утворюють шляхом множення змінної x послідовно на елементи поточної матриці, здійснюють додавання 
елементів утвореної матриці до елементів попередньої матриці, після чого в утворених елементах групують усі схожі додан-
ки. Виявлено, що запропонована структура елементів n-ої послідовності поліноміальних матриць Фібоначчі m-го порядку 
має цікаву властивість, згідно з якою можна уникнути використання рекурентного матричного співвідношення, а генерува-
ти відповідні поліноміальні матриці Фібоначчі тільки за номерами (m+n–2–j)-ої послідовності поліномів Фібоначчі, кон-
кретні значення яких залежать від місця їхнього розташування в матриці та номера її стовпця, а саме j [0 (m–1)]. Наведе-
но механізми утворення послідовності з 8-ми поліноміальних уточнених матриць Фібоначчі від 2-го до 5-го порядків, еле-
ментами яких стали поліноми Фібоначчі не вище (m+n–2)-го степеня, що дало змогу проаналізувати не тільки особливості 
їхньої побудови, але й усвідомити відповідні процедури знаходження їхніх визначників і обернених матриць. Розроблено 
ПЗ, яке дає змогу генерувати як послідовності уточнених поліноміальних матриць Фібоначчі m-го порядку, так і знаходити 
їхні визначники та обернені поліноміальні матриці аналогічного порядку. Наведено приклад застосування матричного мето-
ду шифрування блокових даних уточненою поліноміальною матрицею Фібоначчі, що дає змогу зацікавленому читачу зрозу-
міти основний принцип шифрування як початкового повідомлення, так і розшифрування зашифрованого повідомлення. 

Ключові слова: послідовність поліномів Фібоначчі; рекурентне матричне співвідношення; механізм утворення послі-
довності; обернена поліноміальна матриця Фібоначчі; зашифроване повідомлення; матричний метод шифрування даних. 

Вступ / Introduction 
Прогрес інформаційних технологій посприяв тому, 

що поліноміальні матриці Фібоначчі та різноманітні їх-
ні модифікації почали застосовувати в різних областях 
знань [67], враховуючи й шифрування блокових даних 
насамперед матричним методом [36]. Чимала кількість 
досліджень щодо особливостей генерування відповід-
них ключів для шифрування блокових даних у вигляді 
послідовності поліноміальних матриць Фібоначчі, еле-
ментами яких є поліноми Фібоначчі та їхні різноманітні 
аналоги, за останні дедекілька десятиліть хоча й трап-

ляються час від часу у відкритому друці, однак вони 
значно менше досліджені, ніж так звані матриці Фібо-
наччі, елементами яких є різноманітні числа Фібоначчі. 
Наприклад, у роботі [22] розроблено n

mQ -матрицю Фі-
боначчі розміром m×m, елементами якої є поліноми Фі-
боначчі (n–1)-го степеня і менше, а також досліджено 
основні її властивості. У роботі [43] автори навели 
Qh(x)-матрицю Фібоначчі, елементами якої є поліноми 
Фібоначчі n-го степеня, що узагальнюють Q-матрицю 
Фібоначчі, породжену відповідними числами. Автори 
роботи [41] розглядають матрицю Паскаля та визнача-
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ють нове узагальнення поліномів Фібоначчі, які було 
названо (p,q)-поліномами Фібоначчі. У роботі [29] наве-
дено метод генерування послідовності поліноміальних 
матриць Фібоначчі m-го порядку, елементами яких є 
поліноми Фібоначчі не більше (n–1)-го степеня, який 
дає можливість знаходити як їхні визначники, так і 
обернені матриці, придатні для матричного методу 
шифрування блокових даних. 

Чимала кількість досліджень стосується різних під-
ходів до генерування послідовності поліноміальних 
матриць Фібоначчі, а також особливостей їхнього вико-
ристання для шифрування блокових даних. Наприклад, 
у роботі [51] розроблено новий клас квадратних ( )n

pmQ x -
матриць Фібоначчі (n–1)-го степеня та pm-го порядку 
для шифрування даних, елементами яких є поліноми 
Фібоначчі. У роботі [8] запропоновано нову теорію ши-
фрування даних з використанням узагальнених n-кро-
кових поліномів Фібоначчі, на підставі яких визначено 
новий клас квадратної Mh,n(x)-матриці n-го порядку та 
отримано певні співвідношення між елементами цієї ма-
триці. Однак, автори цих і багатьох інших досліджень 
вважають, що як окрему процедуру шифрування даних 
за допомогою послідовностей поліноміальних матриць 
Фібоначчі для передачі їх каналами зв'язку застосовува-
ти недоцільно через малу кількість різних елементів та-
ких матриць, а також незначну криптостійкість алго-
ритму шифрування [5]. 

У кожному з вказаних вище та багатьох інших дос-
лідженнях тією чи іншою мірою обґрунтовано різні під-
ходи щодо генерування послідовності поліноміальних 
матриць Фібоначчі, проте не наведено приклади їхньо-
го конкретного вигляду, однак доведено доцільність їх 
використання для шифрування блокових даних як скла-
дової дещо складніших алгоритмів. Тільки у роботі [29] 
розроблено метод генерування n-ої послідовності полі-
номіальних матриць Фібоначчі m-го порядку, елемента-
ми яких є поліноми Фібоначчі не вище (n–1)-го степеня. 
Цей метод використовує матричне рекурентне співвід-
ношення, аналогічне рекурентному співвідношенню для 
генерування чисел Фібоначчі, в якому було застосовано 
загальновідому структуру елементів таких матриць [62]. 
Однак, навіть поверхневий аналіз послідовності поліно-
міальних матриць Фібоначчі від 2-го до 5-го порядків, 
наведених у дослідженні [29], показує, що застосування 
традиційної структури елементів таких матриць є недо-
цільним через незначну кількість (k) різних поліномів 
Фібоначчі не вище (n–1)-го степеня. Наприклад, для 
матриць Фібоначчі будь-якого порядку (m) таких різних 
поліномів Фібоначчі буде всього k = 3, степінь яких за-
лежатиме тільки від номера (n) послідовності поліномі-
альної матриці Фібоначчі, а саме від (n–3)-го до (n–1)-
го степеня. Така мала кількість різних елементів мат-
риць Фібоначчі та незначне варіювання степенів відпо-
відних поліномів Фібоначчі є інформативною та прозо-
рою для криптоаналітика, а також слабкою для крипто-
аналізу відповідного алгоритму [30]. Тому виникає пот-
реба проведення додаткового дослідження щодо особ-
ливостей генерування послідовностей поліноміальних 
матриць Фібоначчі та уточнення структури їхніх еле-
ментів так, щоб за отриманими матрицями була можли-
вість знаходити як їхні визначники, так і обернені мат-
риці, а також була можливість встановлення певних 
особливостей їхнього використання тільки як локально-
го методу шифрування блокових даних. 

Об'єкт дослідження – генерування послідовності 
уточнених поліноміальних матриць Фібоначчі. 

Предмет дослідження – методи та алгоритми гене-
рування послідовності уточнених поліноміальних мат-
риць Фібоначчі m-го порядку як ключів для шифрування 
блокових даних, що дасть можливість здійснювати ефек-
тивний їх захист. 

Мета роботи – розробити метод генерування клю-
чів для шифрування блокових даних у вигляді послі-
довності уточнених поліноміальних матриць Фібоначчі 
m-го порядку, структура елементів яких міститиме 
значну кількість поліномів Фібоначчі відповідних но-
мерів, а отримані матриці дадуть можливість знаходити 
як їхні визначники, так і обернені матриці, що сукупно 
уможливить їхнє застосування у матричному методі 
шифрування блокових даних. 

Для досягнення зазначеної мети визначено такі ос-
новні завдання дослідження: 

● проаналізувати останні дослідження та публікації, а та-
кож з'ясувати складність проблеми генерування послі-
довності поліноміальних матриць Фібоначчі, які стануть 
ключами для шифрування блокових даних, що дасть 
змогу здійснювати ефективний їх захист; 

● розробити метод генерування n-ої послідовності уточне-
них поліноміальних матриць Фібоначчі m-го порядку, 
елементами яких будуть поліноми Фібоначчі відповід-
них номерів, який дасть можливість знаходити як їхні ви-
значники, так і обернені матриці, які можна застосовува-
ти у матричному методі шифрування блокових даних; 

● навести алгоритми утворення деякої послідовності уточ-
нених поліноміальних матриць Фібоначчі від 2-го до 5-
го порядків, елементами яких будуть поліноми Фібонач-
чі відповідних номерів, що дасть змогу проаналізувати 
не тільки особливості їхньої побудови загалом, але й ус-
відомити процедури знаходження їхніх визначників і 
обернених матриць зокрема; 

● навести конкретний приклад застосування матричного 
методу шифрування блокових даних уточненою поліно-
міальною матрицею Фібоначчі, що дасть змогу зацікав-
леному читачу зрозуміти основний принцип шифруван-
ня як початкового повідомлення, так і розшифрування 
зашифрованих даних; 

● зробити висновки за результатами виконаного дослі-
дження та надати відповідні рекомендації щодо їх прак-
тичного використання. 
Аналіз останніх досліджень та публікацій. У ро-

боті [60] проаналізовано поліноми Фібоначчі та детер-
міновані тотожності, пов'язані з ними. Авторами вста-
новлено, що поліноми Фібоначчі та поліноми Лукаса 
володіють чудовими та дивовижними властивостями, а 
також відповідними детермінованими тотожностями, 
які було детально описано. Записи детермінованих тото-
жностей задовольняють рекурентним співвідношенням 
утворення поліномів Фібоначчі та поліномів Лукаса. 

У роботі [43] наведено відомості про узагальнені 
h(x)-поліноми Фібоначчі та Лукаса, утворені функцією 
h(x), яка може бути поліномом як з цілими, так і з 
дійсними коефіцієнтами. Вони наводять h(x)-поліноми 
Фібоначчі, які узагальнюють як поліноми Фібоначчі-
Каталона, так і поліноми Фібоначчі-Берда, а також вка-
зують на їхні відповідні властивості. Автори також на-
водять h(x)-поліноми Лукаса, які узагальнюють поліно-
ми Лукаса та вказують на їхні відповідні властивості. 
Окрім цього, автори навели Qh(x)-матрицю Фібоначчі, 
елементами якої є поліноми Фібоначчі n-го степеня, що 
узагальнюють Q-матрицю Фібоначчі, породжену відпо-
відними числами. 
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У роботі [55] наведено інформацію про згорнуті уза-
гальнені поліноми Фібоначчі та Лукаса. Автори визна-
чають згорнуті h(x)-поліноми Фібоначчі як розширення 
класичних чисел Фібоначчі. Також вони наводять деде-
кілька комбінаторних формул, що містять h(x)-поліно-
ми Фібоначчі та Лукаса. Окрім цього, автори отримали 
згорнуті h(x)-поліноми Фібоначчі з сімейства матриць 
Гессенберга (англ. Hessenberg) та довели їхні відповідні 
властивості. 

У роботі [65] наведено інформацію про деякі влас-
тивості узагальнених поліномів Фібоначчі та Лукаса, 
отримані шляхом використання матриць та розкладання 
Лапласа. Дослідники наводять нові сімейства тридіаго-
нальних матриць, послідовні детермінанти яких поро-
джують будь-яку підпослідовність цих поліномів. 

У роботі [41] наведено деякі властивості (p,q)-полі-
номів Фібоначчі та Лукаса. Автори вважають, що маси-
ви Ріордана (англ. Riordan) корисні для отримання ком-
бінаторних сум за допомогою генерувальних функцій. 
Вони стверджують, що багато теорем можна легко до-
вести за допомогою масивів Ріордана. Автори розгляда-
ють матрицю Паскаля (англ. Pascal) та визначають нове 
узагальнення поліномів Фібоначчі, які називають (p,q)-
поліномами Фібоначчі. За допомогою методу Ріордана 
вони отримують комбінаторні тотожності, а також 
здійснюють факторизацію матриці Паскаля, що містить 
(p,q)-поліноми Фібоначчі. 

У роботі [51] наведено обнадійливі, як на перший 
погляд, показники надійності теорії шифрування даних 
поліномами Фібоначчі. Розроблено новий клас квадрат-
них ( )n

pmQ x -матриць Фібоначчі (n–1)-го степеня та pm-
го порядку для шифрування даних, де p  3, m  1, 
n  1, x  1, елементами яких є поліноми Фібоначчі. 
Запропонований метод дешифрування даних випливає з 
можливості отримання відповідних обернених ( )n

pmQ x -
матриць Фібоначчі, визначник яких становить 1. При 
цьому відзначено як незначні тривалості виконання та-
ких процедур, так і надійність зашифрованих повідом-
лень, стійких до криптографічних атак [30]. 

У роботі [22] розроблено метод шифрування будь-
яких повідомлень на підставі поліномів Фібоначчі. Для 
цілих чисел m  2, x  1 і n  1 було розроблено n

mQ -мат-
рицю Фібоначчі розміром m×m, елементами якої є полі-
номи Фібоначчі (n–1)-го степеня, а визначник матриці 
становить 1. Для розшифрування даних автори ввели 
обернену ( )n

mQ x -матрицю, елементи якої є оберненими 
поліноми Фібоначчі n-го степеня. 

У роботі [8] запропоновано нову теорію шифруван-
ня даних з використанням узагальнених n-крокових по-
ліномів Фібоначчі, на підставі яких визначено новий 
клас квадратної Mh,n(x)-матриці n-го порядку (x 1) та 
отримано певні співвідношення між елементами цієї 
матриці. Проаналізовано достовірність застосування 
цього методу, де показано, що для n = 2 його коригу-
вальна здатність становить 93,33 %, тоді як для n = 3 
вже становить 99,80 %. Цікавою особливістю розробле-
ного методу шифрування даних є те, що його достовір-
ність не залежить від коефіцієнтів полінома Фібоначчі, 
за винятком коефіцієнта hn(x) = 1, і зростає зі збільшен-
ням порядку квадратної Mh,n(x)-матриці. 

У роботі [5] розглянуто підхід до реалізації крипто-
системи з використанням поліномів і чисел Лукаса. Ав-
тори навели інноваційний підхід до реалізації крипто-

системи, яка використовує поліноми та числа Лукаса. 
Числа Лукаса, послідовність яких подібна до чисел Фі-
боначчі, мають унікальні властивості, які часто вико-
ристовують для шифрування та дешифрування даних. 
Запропонована поліноміальна криптосистема Лукаса 
описує процеси генерування ключів, шифрування та де-
шифрування, вказуючи на питання безпеки та особли-
вості управління ключами. Стійкість системи залежить 
від складності розкладання великих простих чисел і 
виклику щодо отримання секретного ключа з відкрито-
го ключа. У своєму дослідженні автори забезпечують 
всебічне розуміння криптосистеми та досліджують її по-
тенційні можливості застосування в безпечному зв'язку 
та захисті даних. Також проведено широкий аналіз і 
криптоаналіз, щоб оцінити безпеку та ефективність зап-
ропонованої системи, що робить її перспективним до-
повненням до криптографічного середовища. 

У роботі [10] наведено узагальнену теорію шифру-
вання даних на (m,t)-розширенні поліномів p-числами 
Фібоначчі. Спочатку автори визначають (m,t)-розширен-
ня p-чисел Фібоначчі та золотих (p,m,t)-пропорцій, де p 
≥ 0 є цілим невід'ємним числом, m > 0 і t > 0. Вони вста-
новили співвідношення між золотою (p,m,t)-пропор-
цією, між золотою (p,m)-пропорцією та між золотою p-
пропорцією, внаслідок чого було визначено квадратну 
Gp,m,t-матрицю Фібоначчі. Також автори показали, що, 
за умови правильного вибору початкових членів полі-
нома для (m,t)-розширення його p-числами Фібоначчі, 
можна застосувати процедуру шифрування даних з ви-
користанням Gp,m,t-матриці Фібоначчі. Зроблено висно-
вок, що для t = 1 зв'язки між елементами матриці шиф-
рування даних для різних значень p і m збігаються з ана-
логічними початковими членами чисел Фібоначчі [9]. 

У роботі [4] розглянуто тип загальнодоступної крип-
тосистеми, що використовує поліноми та послідовнос-
тей поліномів Пелла. Автори створили своєрідну крип-
тосистему з відкритим ключем за допомогою поліномів 
і послідовностей поліномів Пелла шляхом використан-
ня властивостей як поліномів, так і послідовностей по-
ліномів Пелла через перетворення поліномів у вісімко-
ву та двійкову систему числення. Захист цифрових да-
них і їх модифікація вони здійснювали за допомогою 
сучасних криптографічних методів, які відіграють важ-
ливу роль у безпеці мережі. 

Отже, за результатами проведеного аналізу останніх 
досліджень та публікацій стосовно наявних підходів до 
генерування ключів для шифрування блокових даних у 
вигляді послідовності поліноміальних матриць Фібо-
наччі m-го порядку, а також особливостей їх викорис-
тання для даних матричним методом було встановлено, 
що навіть за останнє десятиліття виконано багато різно-
манітних досліджень, в кожному з яких тією чи іншою 
мірою обґрунтовано різні алгоритми їхньої побудови, а 
також доведено доцільність їх використання для шиф-
рування даних. Водночас, застосування поліноміальних 
матриць Фібоначчі як окремої процедури для захисту 
блокових даних у теорії та практиці криптографії трап-
ляється вкрай рідко. Тому проведення додаткового дос-
лідження щодо розроблення ефективного методу гене-
рування n-ої послідовності уточнених поліноміальних 
матриць Фібоначчі m-го порядку, елементами яких бу-
дуть відповідні поліноми Фібоначчі, а також встанов-
лення певних особливостей їхнього використання для 
шифрування блокових даних тільки як локального ме-
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тоду є актуальним завданням, яке й спробуємо частково 
вирішити в цьому дослідженні. 

Результати дослідження та їх обговорення / 
Research results and their discussion 

1. Метод генерування послідовності поліномів Фі-
боначчі. Для генерування послідовності поліномів Фі-
боначчі використовують рекурентне співвідношення [6]: 
 ( 1) ( ) ( 1)( ) ( ) ( )n n nF x xF x F x , (1) 
де F(n+1)(x), F(n)(x) і F(n–1)(x) – відповідно наступний, по-
точний та попередній вигляд полінома Фібоначчі. Для 
F(0)(x) = 0 та F(1)(x) = 1 наступний поліном Фібоначчі 
матиме вигляд F(2)(x) = x F(1)(x) + F(0)(x) = x 1 + 0 = x. 

Застосувавши рекурентне співвідношення (1), послі-
довність перших декількох і наступних вибіркових по-
ліномів Фібоначчі матимуть такий вигляд: 

(0)

(1)

(2)

(3) 2

(4) 3

(5) 4 2

(6) 5 3

(7) 6 4 2

(8) 7 5 3

(9) 8 6 4 2

(10) 9 7 5 3

(11)

( ) 0;
( ) 1;
( ) ;
( ) 1;
( ) 2 ;
( ) 3 1;
( ) 4 3 ;
( ) 5 6 1;
( ) 6 10 4 ;
( ) 7 15 10 1; (2)
( ) 8 21 20 5 .

F x
F x
F x x
F x x
F x x x
F x x x
F x x x x
F x x x x
F x x x x x
F x x x x x
F x x x x x x
F 10 8 6 4 2

(12) 11 9 7 5 3

(13) 12 10 8 6 4 2

(14) 13 11 9

14 12 10 8 6 4

7 5 3

(15 2)

( ) 9 28 35 15 1;
( ) 10 36 56 35 6 ;
( ) 11 45 84 70 21 1;
( ) 12 55 120 126 56
( ) 13 66 165 210

7 ;
126 28 1.

x x x x x x
F x x x x x x x
F x x x x x x x
F x x x x x x x
F x x x x x x

x
x x

 

Метод генерування послідовності поліномів Фібо-
наччі полягає у використанні рекурентного співвідно-
шення (1), згідно з яким наступний поліном утворюють 
шляхом множення змінної x послідовно на елементи 
поточного полінома, після чого групують схожі додан-
ки з доданками попереднього полінома. Наприклад, за 
вхідних поліномів F(6)(x) і F(7)(x) відповідно 5-го і 6-го 
степенів з послідовності поліномів (2) наступний полі-
ном 7-го степеня матиме такий вигляд: 
F(8)(x) = xF(7)(x) + F(6)(x) = x(x6 + 5x4+6x2 + 1) + (x5 + 4x3 + 

+3x) = x7 + 5x5+6x3 + x + x5 + 4x3+3x = x7 + 6x5+10x3 + 4x. 
Оскільки послідовності поліномів Фібоначчі є при-

родним розширенням відповідних послідовностей чи-
сел Фібоначчі [3, 23], тому багато їхніх властивостей 
допускають пряме їхнє доведення [46, 56, 71]. 

2. Механізм утворення послідовності уточнених 
поліноміальних матриць Фібоначчі. З роботи [67] ві-
домо, що поліноміальна 2( )Q x -матриця Фібоначчі роз-
міром 2×2 має такий вигляд 

 
( 1) ( )

( 1)
( ) ( 1)2

( ) ( )( ) ( ) ( )
n n

n
n n

F x F xQ x F x F x  для n  , (3) 

а її визначник отримують за формулою 
 ( 1) ( 1) ( ) 2 1( 1)

2
det ( ) ( ) ( ( )) ( 1)( ) n n n nn F x F x F xQ x , (4) 

яку ще називають тотожністю Кассіні [36]. Наприклад, 
для 4-ої та 5-ої поліноміальних матриць Фібоначчі 2-го 
порядку їхні визначники матимуть такий вигляд: 

(4) (2) (3) 2(4)
2

3 2 2

det ( ) ( ) ( ( ))( )
( 2 ) ( 1) 1;

F x F x F xQ x
x x x x

 

(5) (3) (4) 2(5)
2
4 2 2 3 2

det ( ) ( ) ( ( ))( )
( 3 1)( 1) ( 2 ) 1.

F x F x F xQ x
x x x x x

 

З роботи [62] також відомо, що поліноміальні 
(2) ( )mQ x -матриці Фібоначчі 2-го, 3-го, 4-го, 5-го і m-го 

порядків мають такий вигляд: 

 

(2) (2) (2)
2 3 4

2
3

4

(2) (2)
5

5

1 0 01 01 0 1 0( ) ; ( ) 0 1 ; ( ) ;1 0 0 0 10 1 0 0 0 1 0
1 0 0 01 0 0 0 0 1 0 00 1 0 0 0 0 1 0( ) ; ( )0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 10 0 0 1 0 0 0 0 1 0

m

m

xxx xQ x Q x x Q x x

xx xx xQ x Q xx
x x

. (5) 

Для генерування послідовності поліноміальних 
(2) ( )mQ x -матриць Фібоначчі використовують рекурентне 

матричне співвідношення, аналогічне співвідношенню 
(1), яке в нашому випадку матиме такий вигляд: 
 ( 1) ( ) ( 1)( ) ( ) ( )n n n

m m mQ x xQ x Q x , (6) 

де ( 1)( )n
mQ x , ( )( )n

mQ x  і ( 1)( )n
mQ x  – відповідно наступний, 

поточний та попередній вигляд поліноміальних ( ) ( )mQ x -
матриць Фібоначчі. 

Метод генерування послідовності поліноміальних 
( ) ( )mQ x -матриць Фібоначчі m-го порядку полягає у вико-

ристанні рекурентного матричного співвідношення (6), 
згідно з яким наступну поліноміальну ( 1) ( )n

mQ x -матри-
цю утворюють шляхом множення змінної x послідовно 
на елементи поточної ( ) ( )n

mQ x -матриці, якими є відповід-
ні поліноми Фібоначчі, додавання елементів утвореної 
матриці до елементів попередньої ( 1) ( )n

mQ x -матриці, піс-
ля чого у кожному з її утворених елементів групують 

всі схожі доданки. Наприклад, для (1)
2

1 0( ) 0 1Q x  та 

(2)
2

1( ) 1 0
xQ x , (2)

2de )t( ( )Q x = x 0–1 1=–1, а наступна полі-

номіальна матриця Фібоначчі матиме такий вигляд: 

 

(3) (2) (1)
2 2 2

2 2

(3)
2

2det( ) ( 1) 1

( ) ( ) ( )

1 1 0 1 0 1 ;1 0 0 1 0 10 1

( ) 1.

Q x xQ x Q x

x x x x xx x x

Q xx x x

 (7) 

Оскільки поліноміальні ( ) ( )mQ x -матриці Фібоначчі 
часто використовують для реалізації операцій шифру-
вання даних, то аналогічні оберненні матриці також 
потрібно мати для зворотного процесу – розшифруван-
ня даних. Інтуїтивно зрозуміло, що ці ( ) ( )mQ x -матриці 
Фібоначчі мають бути оберненими до матриць шифру-
вання даних, які назвемо оберненими поліноміальними 

( ) ( )mQ x -матрицями Фібоначчі. Подібно до поліноміаль-
них матриць – так званих ключів шифрування даних, 
обернені поліноміальні матриці Фібоначчі мають мати 
також загальний вигляд. 

Для знаходження оберненої матриці 2-го порядку 
використовують такий вираз [26]: 

 
1

1 1a b d b
c d c aad bc

A . (8) 
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Наприклад, для (2)
2

1( ) 1 0
xQ x  маємо 

(2)
2

1( ) 0 1 0
11 10

1
1

Q x
x x x , 

а для матриці (7) отримаємо 
12

(3)
2 22 2

11( ) 1 1
1 1( 1) 11

x x
x x x xx x x

x xQ x x . 

Покажемо, що матричний вираз ( ) ( )
2 2 2( ) ( )n nQ x Q x I  

можна виконати для будь-якого значення n, наприклад 
n=2 та n=3, де 2I  – одинична матриця m=2-го порядку. 
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x x x 2
1 0
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 (9) 

Як видно з матричних виразів (5), а також проведе-
ного аналізу послідовності поліноміальних матриць Фі-
боначчі від 2-го до 5-го порядків, наведених у роботі 
[29], традиційний підхід до формування структури еле-
ментів таких матриць має деякі недоліки, один з яких 
стосується кількості (k) різних її елементів, якими є по-
ліноми Фібоначчі не вище (n–1)-го степеня. Наприклад, 
для матриць Фібоначчі будь-якого порядку (m) таких 
різних поліномів Фібоначчі буде всього k = 3, степінь 
яких залежатиме тільки від n-ої послідовності поліномі-
альної матриці Фібоначчі (див. матричні вирази (16), 
(19), (20) чи (21) з роботи [29]). Така незначна їхня кіль-
кість є не тільки малоінформативною та прозорою для 
криптоаналітика [5], але й нестійкою щодо криптоана-
лізу [30]. 

З огляду на зазначене вище, вважаємо за доцільне 
дещо уточнити структуру елементів поліноміальних 
матриць Фібоначчі, кількість яких мала б залежати на-
самперед від їхнього порядку (m). Окрім цього, для ро-
зуміння суті викладеного нижче матералу викорис-
таємо не степені поліномів Фібоначчі, а їхні номери з 
математичних виразів (2), наприклад F(3)(x) чи F(5)(x), де 
n становитиме відповідно 3 і 5. Тоді, для (2)

2 ( )Q̀ x -матри-
ці Фібоначчі m = 2-го порядку її структура елементів 
буде незмінною (16), тобто кількість її різних елемен-
тів, якими будуть поліноми Фібоначчі не вище n = 2-го 
номера, становитиме k2 = m+1 = 2+1 = 3. Водночас, для 

(2)
3 ( )Q̀ x -матриці Фібоначчі m = 3-го порядку структуру 

елементів спробуємо дещо змінити в бік збільшення 
кількості видів поліномів до 3-го номера, тобто кіль-
кість різних елементів матриці, якими будуть поліноми 
Фібоначчі, тепер становитиме k3 = 3+1 = 4. Аналогічно 
змінимо структуру елементів (2)

4 ( )Q̀ x - та (2)
5 ( )Q̀ x -мат-

риць Фібоначчі відповідно 4-го і 5-го порядків у бік 
збільшення кількості видів їхніх поліномів Фібоначчі 

відповідно до 4-го та 5-го номерів, тобто кількість різ-
них елементів цих матриць становитиме відповідно k4 = 
5 і k5 = 6. У виразах (16) для (2) ( )` mQ x -матриці Фібоначчі 
в її лівій верхній частині елементів у дужках наведено 
ідентифікатори значень номерів їхніх відповідних полі-
номів Фібоначчі, загальна кількість яких у такій матри-
ці становитиме km = m + 1. 

Варто зазначити, що вказані у матричних виразах 
(10) ідентифікатори номерів поліномів Фібоначчі стосу-
ються тільки n = 2-ої послідовності поліноміальних 
матриць Фібоначчі m-го порядку. Для більших номерів 
(n > 3) послідовності матриць Фібоначчі та ще й з ура-
хуванням їхнього порядку (m) номери їхніх поліномів 
Фібоначчі матимуть дещо інший вигляд. Для встанов-
лення номерів цих поліномів Фібоначчі розглянемо 
матричні вирази (11), в яких наведено елементи мат-
риць Фібоначчі m-го порядку у вигляді ідентифікаторів 
відповідних поліномів Фібоначчі для n = 2-ої послідов-
ності поліноміальних матриць. Якщо ж розглянути за-
галом варіанти n-ої послідовності поліноміальних мат-
риць Фібоначчі m-го порядку, то вони матимуть вигляд, 
який показано на матричних виразах (12). З цих виразів 
видно як розміщення елементів матриць Фібоначчі m-го 
порядку для їхньої n-ої послідовності, так і номери від-
повідних ідентифікаторів поліномів Фібоначчі, водно-
час як їхні степені будуть на одиницю менше. 

Наведена структура елементів n-ої послідовності по-
ліноміальних матриць Фібоначчі m-го порядку має ці-
каву властивість, згідно з якою можна уникнути вико-
ристання рекурентного матричного співвідношення (6), 
а генерувати відповідні матриці Фібоначчі тільки за но-
мерами (m+n–2–j)-ої послідовності поліномів Фібоначчі 
(2), які дещо залежать від місця їхнього розташування в 
матриці та номера її стовпця, а саме j [0 (m–1)]. Нап-
риклад, якщо маємо згенерувати (n = 15)-ту послідов-
ність поліноміальних матриць Фібоначчі (m = 10)-го 
порядку, то її елементами будуть поліноми Фібоначчі з 
номерами від (n–2)-го до (m+n–2)-го, а саме: 15 – 2 = 13 
і 10 + 15 – 2 = 23. Утворена поліноміальна матриця Фі-
боначчі міститиме таких різних поліномів Фібоначчі аж 
k10 = 10 + 1 = 11 шт., що значно більше, а ніж це було б 
для традиційної структури матриць Фібоначчі (5). 

Нижче наведено так звані ключі для шифрування 
блокових даних у вигляді послідовності декількох пер-
ших уточнених поліноміальних ( )( )mQ x -матриць Фібо-
наччі відповідно від 2-го до 5-го порядків, утворені ре-
курентним матричним співвідношенням (6), елемента-
ми яких будуть відповідні поліноми Фібоначчі не вище 
(m+n–2)-го номера, які повністю відповідатимуть номе-
рам поліномів Фібоначчі з їхньої послідовності (2). От-
римані матриці Фібоначчі дають змогу знаходити як їх-
ні визначники, так і обернені матриці, придатні для 
матричного шифрування блокових даних. 
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 (12) 

2.1. Механізм утворення послідовності уточнених 
поліноміальних матриць Фібоначчі 2-го порядку. Роз-
глянемо алгоритм побудови послідовності перших 8-ми 
поліноміальних ( )

2 ( )Q x -матриць Фібоначчі 2-го порядку, 
їхніх визначників і відповідно обернених поліноміаль-
них ( )

2 ( )Q x -матриць Фібоначчі. З наведених матричних 
виразів (13) видно, що елементами n-ої поліноміальної 

( )
2 ( )nQ x -матриці Фібоначчі є відповідні номери поліноми 

Фібоначчі від (n–2)-го до n-го ( n {3 8}) з їхньої пос-
лідовності (2). 

Для непарної поліноміальної ( )
2 ( )Q x -матриці Фібо-

наччі її визначник становить одиниця, а для парної – мі-
нус одиниця, що повністю відповідає формулі (4). Вод-
ночас, всі обернені поліноміальні ( )

3 ( )Q x -матриці Фі-
боначчі відповідають матричному виразу (8). Правиль-
ність отримання як поліноміальних ( )

2 ( )Q x -матриць Фі-
боначчі, так і їхніх обернених еквівалентів перевірена 
матричним виразом (9), однак тепер вже для 4-ої поліно-
міальної матриці Фібоначчі, внаслідок виконання якого 
отримано також одиничну матрицю. 
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2.2. Механізм утворення послідовності уточнених 
поліноміальних матриць Фібоначчі 3-го порядку. Роз-
глянемо алгоритм побудови послідовності перших 8-ми 
поліноміальних ( )

3 ( )Q x -матриць Фібоначчі 3-го порядку, 
їхніх визначників і відповідно обернених поліноміаль-
них ( )

3 ( )Q x -матриць Фібоначчі. 
Для знаходження оберненої матриці 3-го порядку 

використовують такий матричний вираз [26]: 
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Наприклад, для 2-ої поліноміальної матриці Фібо-
наччі 3-го порядку  (2)

3 ( )Q x  (див. матричні вирази (10)) її 
обернений еквівалент матиме такий вигляд: 
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З наведених матричних виразів (16) видно, що еле-
ментами n-ої поліноміальної ( )

3 ( )nQ x -матриці Фібоначчі 
є відповідні поліноми Фібоначчі з номерами від (n–2)-
го до (m+n–2)-го ( n {3 8}) з їхньої послідовності (2). 
Водночас, для n-ої поліноміальної ( )

3 ( )nQ x -матриці Фібо-
наччі 3-го порядку її визначник можна отримати за та-
кою формулою 
 ( ) 1 ( )

3det( ) (( ) 1) ( )n n nQ x F x , (15) 
тобто він є відповідним поліномом Фібоначчі (n–1)-го 
степеня, який враховує знак n-ої парності номерів 

відповідних поліномів, що зовсім відрізняється від фор-
мули (4). Всі обернені поліноміальні ( )

3 ( )Q x -матриці 
Фібоначчі відповідають набору матричних виразів (14). 
Правильність отримання як поліноміальних ( )

3 ( )Q x -мат-
риць Фібоначчі, так і їхніх обернених еквівалентів про-
понуємо допитливому читачу перевірити шляхом вико-
нання матричного виразу (16), наприклад, для 3-ої полі-
номіальної матриці, і спробуйте переконатися, що внас-
лідок виконання якого отримаємо одиничну матрицю.  
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2.3. Механізм утворення послідовності уточнених 
поліноміальних матриць Фібоначчі 4-го порядку. Роз-
глянемо алгоритм побудови послідовності перших 8-ми 
поліноміальних ( )

4 ( )Q x -матриць Фібоначчі 4-го порядку, 
їхніх визначників і відповідно обернених поліноміаль-
них ( )

4 ( )Q x -матриць Фібоначчі. З наведених матричних 
виразів (17) і (17*) видно, що елементами n-ої поліномі-
альної ( )

4 ( )nQ x -матриці Фібоначчі є відповідні поліноми 
Фібоначчі з номерами від (n–2)-го до (m+n–2)-го 
( n {3 8}) з їхньої послідовності (2). 

Оскільки тут маємо справу з матрицями Фібоначчі 
4-го порядку, то для обчислення їхніх визначників до-
водиться використовувати спеціальні математичні ме-
тоди [26]. Наприклад, шляхом рекуреного обчислення 
визначників через пониження їхнього порядку, який на-

зивають розширенням Лапласа, за допомогою алгорит-
му Барейса (англ. Bareiss algorithm) чи формули 
Лейбніца (англ. Leibniz formula). 

Нагадаємо, алгоритм Е. Барейса призначений для 
обчислення визначника матриці з цілочисельними еле-
ментами шляхом приведення її до ступінчастого вигля-
ду за допомогою винятково цілочисельної арифметики. 
Тут під цілочисельними елементами розуміють як чис-
лові, так і символьні значення елементів матриці, в т.ч. 
й математичні вирази. Будь-яке ділення, що виконує ал-
горитм, гарантує точне отримання частки без залишку. 
Алгоритм можна використати для обчислення визнач-
ника матриці навіть з (приблизними) дійсними елемен-
тами, що вилучає помилки округлення, за винятком по-
милок, що вже присутні у вхідних даних. 
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Для обчислення оберненої поліноміальної матриці 
Фібоначчі 4-го і більших порядків також доводиться 
використовувати відповідні математичні методи [26], 
такі як метод Монтанте, метод елімінації Гауса-Джор-
дана (англ. Gauss-Jordan elimination), а також за допо-
могою ад'югованої матриці (англ. Adjugate matrix). Нап-
риклад, метод лінійної алгебри Монтанте призначений 
для розв'язання системи лінійних рівнянь, знаходження 
обернених матриць та визначників. Метод названо в 
честь його першовідкривача Рене Маріо Монтанте Пар-
до (англ. Rene Mario Montante Pardo). Його головна 
особливість – виконує роботу, використовуючи винят-
ково цілочисельну арифметику для цілочисельних і 
символьних елементів матриць, а також елементів у 
вигляді математичних виразів, що дає змогу отримува-
ти точні результати в комп'ютерних реалізаціях. 

Всі зазначені вище методи та алгоритми детально 
описано в мережі Інтернет, тому в цьому дослідженні 
не будемо зосереджувати увагу на їхній роботі. 

2.4. Механізм утворення послідовності уточнених 
поліноміальних матриць Фібоначчі 5-го порядку. Роз-
глянемо алгоритм побудови послідовності перших 8-ми 
поліноміальних ( )

5 ( )Q x -матриць Фібоначчі 5-го порядку, 
їхніх визначників і відповідно обернених поліноміаль-
них ( )

5 ( )Q x -матриць Фібоначчі. З наведених матричних 
виразів (18) і (18*)  видно, що елементами n-ої поліно-
міальної ( )

5 ( )nQ x -матриці Фібоначчі є відповідні поліно-
ми Фібоначчі з номерами від (n–2)-го до (m+n–2)-го 
( n {3 8}) з їхньої послідовності (2). Оскільки тут 
маємо справу з матрицями Фібоначчі 5-го порядку, то 
для обчислення їхніх визначників і обернених матриць 
доводиться використовувати спеціальні математичні 
методи [26]. 

Отже, розроблено метод генерування послідовності 
з n-ої кількості уточнених поліноміальних матриць Фі-
боначчі m-го порядку, елементами яких є поліноми Фі-
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боначчі з номерами від (n–2)-го до (m+n–2)-го 
( n {3 m}). Оскільки поліноміальні матриці Фібонач-
чі часто використовують для реалізації операцій шиф-
рування даних, то для розшифрування даних також пот-
рібно мати аналогічні поліноміальні оберненні матриці, 
для отримання яких потрібно застосувати загальний 
підхід. Розроблено ПЗ, яке дає змогу генерувати не 
тільки послідовності уточнених поліноміальних мат-
риць Фібоначчі m-го порядку, але й знаходити їхні виз-
начники та обернені поліноміальні матриці аналогічно-
го порядку. 

Під час розроблення ПЗ виникли проблеми чисто ма-
тематичного характеру. Справа в тому, що навіть під 
час генерування 5-ої поліноміальної матриці Фібоначчі 
2-го порядку отримуємо поліноми 4-го степеня, утворе-
ні внаслідок множення змінної x на 4-ту поліноміальну 
матрицю, та додати 3-ту матрицю, де знаходяться полі-
номи дещо нижчих степенів. Для їх правильного подан-
ня доводиться спочатку перемножувати відповідні по-
ліноми нижчих степенів, потім отриманий результат 

треба додати і спростити. Інша проблема, це обчислен-
ня визначників матриць, починаючи з 4-го та вищих по-
рядків, де доводиться використовувати спеціальні мате-
матичні методи [26], наприклад алгоритм Барейса 
(англ. Bareiss algorithm) чи формулу Лейбніца (англ. Le-
ibniz formula). 

Наступна математична проблема, це обчислення 
оберненої матриці, для вирішення якої також доводить-
ся використовувати відповідні математичні методи [26], 
такі як метод Монтанте (англ. Montante method), метод 
елімінації Гауса-Джордана (англ. Gauss-Jordan elimina-
tion) та за допомогою ад'югованої матриці (англ. Adju-
gate matrix). 

І остання проблема – уважність запису n-ої поліно-
міальної матриці Фібоначчі m-го порядку, елементами 
якої є поліноми Фібоначчі не вище (m+n–2)-го номера, 
насамперед тих, які стосуються матриць вищих поряд-
ків і поліномів більших степенів. Адже запис не того 
степеня змінної, неправильного значення коефіцієнта 
при ній чи його знаку – подальша робота даремна. 
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0
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)
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x
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3. Метод шифрування блокових даних уточнени-
ми поліноміальними матрицями Фібоначчі. Розгля-
немо особливості реалізації матричного методу шифру-
вання блокових даних [22, 32, 46], ключем шифрування 
якого будуть уточнені поліноміальні матриці Фібоначчі 
m-го порядку. Щоб реалізувати цей метод, початкове 
повідомлення потрібно подати у вигляді квадратної M -
матриці m-го порядку, яку називають матрицею пові-
домлення. Немає обмежень щодо подання такого пові-
домлення у матриці – рядками чи стовпцями [8], а чи 
зробити початкову перестановку елементів [28, 30], то-
му відправнику та одержувачу повідомлення залиша-
ється визначати розташування елементів у вхідній мат-
риці. Наприклад, вхідне повідомлення "Рідний_край_–
_земний_рай." можна подати матрицею 5-го порядку, 
заповнюючи її поелементно рядками, паралельно вказу-
ючи їхні числові значення згідно з таблицею кодів сим-
волів ASCII: 

208 179 228
_ 233 95 234
_ 233 9

237 232
240 224

_ 95 231
229 236 237 232 233

_ ! 95 240 224 23

5

3 3

15

3

0

н и
р а

M з
е м н и й

Р і д
й

й

к

а

й

р

. 

Після узгодження між відправником і одержувачем 
елементів ключа, а саме – цілого числа x  0 та n-ої 
уточненої поліноміальної матриці Фібоначчі m-го по-
рядку, відповідну матрицю шифрування даних вибира-
ють з виразів (13), (16), (17) чи (18), наведених вище. 
Потім цю матрицю потрібно помножити справа на мат-
рицю вхідного повідомлення M , щоб отримати матри-
цю зашифрованого повідомлення E . Наприклад, для m 
= 5, n = 5 та x = 5 отримаємо такі значення як поліномів 
Фібоначчі, визначника матриці та деякі елементи 
оберненої матриці: 

(3) 2 (3)

(4) 3 (4)

(5) 4 2 (5)

(6) 5 3 (6)

(7) 6 4 2 (7)

(8) 7 5 3 (8)

(5)
5

18

( ) 1; (5) 26;
( ) 2 ; (5) 135;
( ) 3 1; (5) 701;
( ) 4 3 ; (5) 3640;
( ) 5 6 1; (5) 18901;
( ) 6 10 4 ; (5) 98145;

de )(( )t

F x x F
F x x x F
F x x x F
F x x x x F
F x x x x F
F x x x x x F

Q x x 16 14 12 10

8 6 4 2

6 4 2
14 24 34

7 5 3
15 2 5

5)
5

3

(

5

15 93 308 588
651 398 118 12 ;

det( ) 6752340667787;
4 4 1 18226;
5 7 2 946 .

(

35

5)

x x x x
x x x x

q q q x x x
q q q x x x x

Q

 

Маючи вівдповідні значення поліномів Фібоначчі, 
підставляємо їх у 5-ту поліноміальну матрицю Фібо-
наччі 5-го порядку, внаслідок чого отримаємо такі зна-
чення її елементів: 

(8) (7)

(7) (6)

(6) (5)

(5) (4)

(5)
5

(5)
5

(4) (3)

0 0 0
0 0 0
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(5) .701 0
0 0 0

( ) ( )
( ) ( )
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0 1

0 3

2
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6

6 0

35

F x F x
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F x F x
F x F x
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Q

 

Тепер, обчислюючи відповідний матричний вираз, 
отримаємо зашифроване повідомлення, а саме: 

(5)
5

98145 18901 0 208 179 228
0 18901 3640 233 9

(5)
0 0 237 232
0 0 240 224

701 0 95 231
0 0 0 701 135 229 236 237 232 233
0 0 0 135 26 95 240 224 233 3

5 234
0 0 3640 233 9

3

5 150

277966024818093 19363550 26799 9 58 4

E Q M

27003464
4882040 5074664

.508432 1004173
173354 197836 196377 194087 167788
33

5252053

385 3810

214139

0 37819

5 4968834
1008649 511236 7

37378 32

12 37

313

1

 

Елементи матриці зашифрованого повідомлення E  
відправник надсилає одержувачу каналом зв'язку рядка-
ми в порядку e1, e2, ..., e25, за якими слідує окремо зна-
чення її визначника (5)

5det( ) 6752340667787(5)Q . 
Припускаючи, що передана послідовність чисел от-

римана без помилок, тоді одержувач, шляхом множен-
ня оберненої (5)

5 (5)Q̀ -матриці Фібоначчі на матрицю за-

шифрованого повідомлення E , отримує початкову мат-
рицю повідомлення, а саме: 
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З огляду на викладене вище, констатуємо факт ре-
зультативної реалізації матричного методу шифрування 
блокових даних на підставі ключа у вигляді уточненої 
поліноміальної матриці Фібоначчі, в якому для матриці 
вхідного повідомлення над алфавітом {0, 1,..., 255} і 
для цілого числа х = 5 використано (5)

5 (5)Q̀ -матрицю Фі-
боначчі 5-го порядку, елементами якої є поліноми Фі-
боначчі від 2-го до 7-го степеня. Для отримання визнач-
ника матриці використано алгоритм Барейса (англ. Ba-
reiss algorithm), а для знаходження оберненої матриці 
застосовано метод Монтанте (англ. Montante method). 

Отже, показана можливість вирішення проблеми ге-
нерування ключів для шифрування блокових даних у 
вигляді n-ої послідовності уточнених поліноміальних 
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матриць Фібоначчі m-го порядку, елементами яких є 
поліноми Фібоначчі з номерами від (n–2)-го до (m+n–
2)-го. Традиційний метод генерування таких матриць 
використовує матричне рекурентне співвідношення, 
аналогічне рекурентному співвідношенню для генеру-
вання чисел Фібоначчі, а за отриманими матрицями 
можна знаходити як їхні визначники, так і обернені 
матриці відповідного порядку.  

Виявлено, що запропонована структура елементів n-
ої послідовності поліноміальних матриць Фібоначчі m-
го порядку має цікаву властивість, згідно з якою можна 
уникнути використання рекурентного матричного спів-
відношення, а генерувати відповідні уточнені поліномі-
альні матриці Фібоначчі тільки за номерами (m+n–2–j)-
ої послідовності поліномів Фібоначчі, конкретні зна-
чення яких залежать від місця їхнього розташування в 
матриці та номера її стовпця, а саме j [0 (m–1)]. На 
конкретному прикладі показана особливість застосу-
вання матричного методу шифрування блокових даних 
з використанням 5-ої поліноміальної матриці Фібоначчі 
5-го порядку. 

Обговорення результатів дослідження. У матема-
тиці поліноміальні матриці Фібоначчі – це поліноміаль-
на послідовність матриць різного порядку, елементами 
яких є відповідні поліноми Фібоначчі з певної їхньої 
послідовності [62]. Водночас, різні результати дослі-
дження послідовностей таких поліноміальних матриць 
під загальною назвою поліноміальні матриці Фібоначчі 
трапляються в науковій літературі хоча і давно, позаяк 
тісно пов'язані між собою, проте вони не так широко 
досліджені, як відповідні послідовності поліномів Фібо-
наччі. Застосування ж таких поліноміальних матриць 
з'являються в різних областях знань, в тому числі й для 
шифрування блокових даних, насамперед матричним 
методом. 

У роботі [1] наведено нові результати для двох уза-
гальнених класів поліномів Фібоначчі та Лукаса, а та-
кож особливості їх використання у скороченні деяких 
радикалів. Автори вважають, що вони розробили нові 
формули для обчислення зв'язків між двома узагальне-
ними класами поліномів Фібоначчі та Лукаса. Вказано, 
що гіпергеометричні функції виду 2 1( )F z  входять до всіх 
коефіцієнтів зв'язку для конкретного значення z. Деде-
кілька нових формул зв'язку між деякими відомими по-
ліномами, такими як поліноми Фібоначчі, Лукаса, Пел-
ла, Ферма, Пелля–Лукаса та Ферма–Лукаса, вони виве-
ли як окремі випадки похідних формул зв'язку. Деякі з 
наведених авторами формул також узагальнюють деякі 
з відомих у наявній літературі. Як можливість застосу-
вання двох похідних формул зв'язку наведено деякі нові 
формули, що зв'язують деякі відомі числа, а також ви-
ведено нові формули для певних зважених інтегралів. 
На підставі використання двох узагальнених класів по-
ліномів Фібоначчі та Лукаса розроблено нові формули 
зведення деяких парних і непарних радикалів. 

У роботі [19] наведено поліноміальні матриці Фібо-
наччі–Гессенберга з визначником у вигляді полінома 
Фібоначчі. Авторами введено поняття двовимірного ма-
сиву поліномів Фібоначчі та наведено три класи поліно-
міальних матриць Фібоначчі–Гессенберга, що задоволь-
няють їхнім властивостям. 

У роботі [27] наведено тотожності Фібоначчі та Лу-
каса, отримані з матриць Тепліца–Гессенберга. Автори 

розглянули визначники для деяких сімейств матриць 
Тепліца–Гессенберга, що мають різні подання чисел 
Фібоначчі та Лукаса для ненульових елементів. Форму-
ли цих визначників можна також подати як тотожності, 
що містять суми добутків чисел Фібоначчі та Лукаса, а 
також їхніх мультиноміальних коефіцієнтів. У дослі-
дженні наведено результат комбінаторного доведення 
декількох визначників, які використовують знакозмінні 
інволюції та визначення визначника як суми зі знаком 
над симетричною групою. Це призвело до загального 
узагальнення формул Фібоначчі та Лукаса в термінах 
так званих чисел Гібоначчі. 

У роботі [44] наведено новий метод шифрування да-
них з використанням Q-матриць Фібоначчі, заснований 
на матрицях заблокованих повідомлень. Головною пе-
ревагою такого методу є шифрування кожної матриці 
вхідного повідомлення ключами різної величини [36]. 
Як стверджують автори, такий підхід не тільки підви-
щує безпеку зашифрованих повідомлень від криптогра-
фічних атак, але й має високу коригувальну здатність, 
однак не вказують, як саме це забезпечується. 

У роботі [9] запропоновано нову теорію шифруван-
ня даних з використанням m-розширення p-чисел Фібо-
наччі. Автори навели квадратну Gp,m-матрицю Фібонач-
чі, де p 0 є цілим невід'ємним числом і m>0. Також 
описали різні властивості Gp,m-матриці, яка є основою 
теорії шифрування даних, встановили зв'язки між еле-
ментами цієї матриці для різних значень p і m. Вони по-
казали, що співвідношення між елементами Gp,m-матри-
ці для різних значень p і m = 1 збігаються з відношен-
ням між елементами матриці шифрування для різних 
значень числа p [7]. Загалом, достовірність запропоно-
ваного методу зростає зі збільшенням цього значення, 
але вона не залежить від значення m. 

У роботі [62] розроблено матрицю Фібоначчі, наве-
дено узагальнення формули Кассіні та нову теорію 
шифрування даних. Автори розглядали новий клас 
квадратних матриць розміром (p+1)×(p+1), елементами 
яких були p-числа Фібоначчі (p = 0, 1, 2, 3, …), а їхній 
визначник становить 1. Ця унікальна властивість мат-
риць Фібоначчі приводить до узагальнення формули 
Кассіні. Запропонований оригінальний метод шифру-
вання даних числами Фібоначчі випливає з аналогічних 
матриць n-порядку. На відміну від класичних надлиш-
кових кодів основною особливістю запропонованого ме-
тоду є те, що він дає змогу коригувати зашифровані еле-
менти матриці, які теоретично можуть бути необмежени-
ми цілими числами. Для найпростішого випадку коригу-
вальна здатність цього методу становить 93,33 %, що 
значно перевищує відомі коригувальні можливості ін-
ших методів. 

У роботі [53] розглянуто узагальнені співвідношен-
ня між елементами матриці шифрування даних, запро-
поновано нову комплексну Hp,n-матрицю Фібоначчі, 
елементами якої є відповідні числа. Розроблено метод 
шифрування даних, що випливає з цієї комплексної 
Hp,n-матриці Фібоначчі, а також встановлено зв'язки 
між її елементами. Запропоновано підхід до виявлення 
та виправлення помилок у зашифрованих повідомлен-
нях, що ґрунтується на потребі розв'язування діофанто-
вих рівнянь. 

У роботі [22] розроблено метод шифрування даних 
на підставі поліномів Фібоначчі з можливістю виявлен-
ня та виправлення помилок у зашифрованих повідом-
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леннях. Для цілих чисел m  2, x  1 і n  1 розроблено 
n
mQ -матрицю n-го степеня розміром m  m, яку названо 

( )n
mQ x -матрицю шифрування даних, елементами якої є 

поліноми Фібоначчі. Для дешифрування даних автори 
наводять обернену ( )n

mQ x -матрицю, особливість якої у 
тому, що їхній визначник становить 1. Наведено прос-
тий критерій виявлення помилок і відповідний метод їх 
виправлення для цього класу матриць. Також показано, 
що ймовірність появи помилок у зашифрованих пові-
домленнях майже нульова за досить великих значень m. 
Наведено наочні приклади шифрування даних, а також 
різні випадки виявлення та виправлення помилок у за-
шифрованих повідомленнях. 

У роботі [20] розроблено новий метод шифрування 
даних на підставі поліномів Фібоначчі з високою швид-
кістю їх генерування. Для цілих чисел m, n і x  1 мож-
на згенерувати квадратну 2 ( )n

mQ x -матрицю n-го степеня 
2m-го порядку, елементами якої є поліноми Фібоначчі, і 
відповідну обернену 2 ( )n

mQ x -матрицю для їх дешифру-
вання [35, 36]. Також показано, що швидкість шифру-
вання даних за допомогою цих матриць значно вища, 
ніж з оригінальними матрицями на підставі звичайних 
чисел Фібоначчі. 

У роботі [50] запропоновано нову теорію шифруван-
ня даних на (h(x), g(y))-розширенні поліномів p-числа-
ми Фібоначчі. Визначено також золоті (p, h(x), g(y))-
пропорції, де p  0 – цілі числа, h(x) >0, g(y) >0 – полі-
номи з дійсними коефіцієнтами. Встановлено, що спів-
відношення між елементами квадратної Gp,h,g-матриці 
Фібоначчі повністю збігаються зі співвідношеннями 
між елементами матриці шифрування для різних зна-
чень p і поліномів h(x) = m і g(y) = t [10]. Також співвід-
ношення між елементами матриці шифрування для по-
ліномів h(x) = 1 і g(y) = 1 збігаються з узагальненими 
співвідношеннями між елементами матриці шифруван-
ня числами Фібоначчі [7]. Завдяки відповідному вибору 
початкових членів у (h(x), g(y))-розширенні поліномів 
p-числами Фібоначчі квадратну Gp,h,g-матрицю можна 
застосувати для шифрування даних різної величини. 
Під час обговорення результатів дослідження автори 
стверджують, що достовірність їхнього методу зростає 
зі збільшенням значення p, але вона не залежить від 
значень поліномів h(x) і g(y), які значно підвищують 
криптографічну стійкість зашифрованих повідомлень 
[28]. Встановлено, що складність цього методу зростає 
зі збільшенням степеня поліномів h(x) і g(y). Також 
знайдено зв'язок між золотою (p, h(x), g(y))-пропорцією, 
між золотою (p, h(x))-пропорцією та між золотою p-
пропорцією. 

У роботі [54] розглянуто особливості реалізації 
криптографічних перетворень з використанням узагаль-
нених матриць Фібоначчі з Афінним шифром Хілла. 
Автори запропонували криптографію з відкритим клю-
чем із використанням Афінного шифру Хілла та уза-
гальненої матриці Фібоначчі, яку ще називають матри-
цею мультиначчі (англ. Multinacci Matrix). Також зап-
ропоновано схему встановлення ключа (обміну матри-
цею ключів kK Q  порядку λ×λ для шифрування-де-
шифрування) за допомогою послідовностей матриць 
мультиначчі під простим модулем. У цій схемі замість 
обміну матрицею ключів потрібно обмінятися тільки 

парою чисел (λ, k), що зменшує часову складність пере-
дачі даних, а також складність простору обніну ключа-
ми та забезпечує великий простір їхнього генерування. 

У роботі [18] розглянуто особливості супершифру-
вання даних з матрицями та графіками Пелла-Лукаса 
через перетворення Лапласа. Автори пропонують новий 
метод шифрування даних під назвою багатофазне шиф-
рування (англ. Multiphase Encryption). Цей метод шиф-
рує вхідні дані дедекілька разів за допомогою різних 
потужних алгоритмів шифрування на кожному етапі. 
Метод багатофазного шифрування використовує влас-
тивості дерев теорії графів, матриць Пелла-Лукаса та 
шифру Віженера, що значно підвищує криптографічну 
стійкість алгоритму шифрування. Нову методику су-
першифрування даних з використанням перетворень 
Лапласа через числа Фібоначчі, використовуючи влас-
тивості дерев теорії графів за допомогою шифру Бофор-
та (англ. Beaufort Cipher), часто застосовують для шиф-
рування простого тексту, який є більш безпечним, ніж 
симетрична криптосистема, оскільки звичайний текст 
можна зашифрувати у багато шарів. 

У роботі [70] розглянуто алгоритми симетричного 
шифрування даних у поліноміальній системі числення 
залишків. Автори вперше розробили теоретичні поло-
ження щодо реалізації симетричних криптографічних 
алгоритмів на підставі поліноміальної системи числен-
ня залишків RNS (англ. Residue Numeral System). Основ-
ною особливістю запропонованого підходу є те, що при 
відновленні полінома за методом невизначених коефі-
цієнтів (англ. Method of Undetermined Coefficients) опе-
рацію множення виконують не на знайдених базисних 
числах, а на довільно вибраних поліномах. такі поліно-
ми разом із попарно взаємно простими залишками сис-
теми класів залишків (англ. Residue Class System) слугу-
ють ключами криптографічного алгоритму. Наведено 
схеми та приклади реалізації розробленого поліномі-
ального симетричного алгоритму шифрування даних. 
Побудовано аналітичні вирази для оцінювання криптог-
рафічної стійкості алгоритму та наведено їх графічну 
залежність від кількості модулів і степенів полінома. 
Результати дослідження показують, що криптоаналіз 
запропонованого алгоритму має комбінаторну склад-
ність, що призводить до вирішення NP-повної задачі. 

Внаслідок обговорення результатів дослідження 
стосовно наявних підходів до генерування послідовнос-
ті поліноміальних матриць Фібоначчі різних модифіка-
цій, а також можливостей їхнього використання для 
шифрування блокових даних вказали на те, що навіть за 
останнє десятиліття виконано багато різноманітних 
досліджень, в кожному з яких тією чи іншою мірою 
обґрунтовано різні підходи до їхнього генерування, 
проте не наведено приклади їхнього конкретного вигля-
ду, однак доведено доцільність їх використання для 
шифрування блокових даних. Водночас було з'ясовано, 
що як окрему процедуру захисту блокових даних полі-
номіальними матрицями Фібоначчі в теорії та практиці 
криптографії практично не використовують. Тому про-
ведене нами дослідження щодо розроблення ефектив-
ного методу генерування послідовності уточнених полі-
номіальних матриць Фібоначчі m-го порядку, наведен-
ня робочих прикладів їхнього конкретного вигляду, а 
також встановлення певних особливостей їхнього вико-
ристання для шифрування блокових даних тільки як ло-
кального методу є частковим вирішенням цієї актуаль-
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ної проблеми, що й було продемонстровано в цьому 
дослідженні. 

Отже, за результатами виконаної роботи можна сфор-
мулювати такі наукову новизну та практичну значу-
щість результатів дослідження. 

Наукова новизна отриманих результатів досліджен-
ня – розроблено метод генерування ключів для шифру-
вання блокових даних у вигляді n-ої послідовності 
уточнених поліноміальних матриць Фібоначчі m-го по-
рядку, структура елементів яких містить m+1 поліноми 
Фібоначчі з номерами від (n–2)-го до (m+n–2)-го, який, 
на відміну від відомих методів, використовує матричне 
рекурентне співвідношення, аналогічне рекурентному 
співвідношенню для генерування чисел Фібоначчі, а за 
отриманими матрицями Фібоначчі можна знаходити як 
їхні визначники, так і обернені матриці відповідного 
порядку. 

Практична значущість результатів дослідження – 
розроблений метод генерування послідовності уточне-
них поліноміальних матриць Фібоначчі m-го порядку, 
елементами яких є поліноми Фібоначчі відповідних но-
мерів, а також запропоновані методи знаходження їхніх 
визначників і обернених матриць можна застосовувати 
в матричному методі шифрування блокових даних, що 
загалом дасть можливість ефективно передавати кана-
лами зв'язку блокові повідомлення різної величини. 

Висновок / Conclusions 
Розроблено метод генерування ключів для шифру-

вання блокових даних у вигляді n-ої послідовності 
уточнених поліноміальних матриць Фібоначчі m-го по-
рядку, структура елементів яких міститиме значну кіль-
кість поліномів Фібоначчі з номерами від (n–2)-го до 
(m+n–2)-го, а отримані матриці дадуть можливість зна-
ходити як їхні визначники, так і обернені матриці, що 
сукупно уможливить їхнє застосування у матричному 
методі шифрування блокових даних. За результатами 
виконаного дослідження можна зробити такі основні 
висновки. 

1. Проаналізовано останні дослідження та публіка-
ції, внаслідок чого з'ясовано складність проблеми гене-
рування послідовності уточнених поліноміальних мат-
риць Фібоначчі m-го порядку як ключів для шифруван-
ня блокових даних, що дасть змогу здійснювати ефек-
тивний їх захист. З'ясовано, що навіть за останнє деся-
тиліття надруковано значну кількість публікацій, в кож-
ній з яких обґрунтовано різні підходи як до генерування 
послідовностей таких поліноміальних матриць Фібо-
наччі, так і доведено доцільність їх використання для 
шифрування блокових даних. Водночас, застосування 
поліноміальних матриць Фібоначчі як окремої процеду-
ри для захисту блокових даних у теорії та практиці 
криптографії трапляється вкрай рідко. 

2. Проведений аналіз послідовності поліноміальних 
матриць Фібоначчі від 2-го до 5-го порядків показав, 
що традиційний підхід до формування структури еле-
ментів таких матриць має деякі недоліки, один з яких 
стосується кількості (k) різних її елементів, якими є по-
ліноми Фібоначчі не вище (n–1)-го степеня. Наприклад, 
для матриць Фібоначчі будь-якого порядку (m) таких 
різних поліномів Фібоначчі буде всього k = 3, структура 
яких залежатиме тільки від номера (n) послідовності 
поліноміальної матриці Фібоначчі. Така незначна їх 
кількість є не тільки малоінформативною та прозорою 

для криптоаналітика, але й не стійкою щодо криптоана-
лізу. Було прийнято рішення щодо уточнення структу-
ри елементів поліноміальних матриць Фібоначчі, кіль-
кість яких мала б залежати насамперед від їхнього по-
рядку, а саме k = m + 1. 

3. Розроблено метод генерування n-ої послідовності 
уточнених поліноміальних матриць Фібоначчі m-го по-
рядку, елементами яких є поліноми Фібоначчі з номера-
ми від (n–2)-го до (m+n–2)-го, який дає можливість зна-
ходити як їхні визначники, так і обернені матриці, які 
можна застосувати у матричному методі шифрування 
блокових даних. Встановлено, що метод генерування 
послідовності уточнених поліноміальних матриць Фі-
боначчі полягає у використанні рекурентного матрич-
ного співвідношення, згідно з яким наступну поліномі-
альну матрицю утворюють шляхом множення змінної x 
послідовно на елементи поточної матриці, якими є від-
повідні поліноми Фібоначчі, додавання елементів утво-
реної матриці до елементів попередньої матриці, після 
чого у кожному з її утворених елементів групують усі 
схожі доданки. 

4. Наведено механізми утворення послідовності з 8-
ми поліноміальних матриць Фібоначчі від 2-го до і 5-го 
порядків, елементами яких стали поліноми Фібоначчі з 
номерами від (n–2)-го до (m+n–2)-го ( n {3 8}), що 
дало змогу проаналізувати не тільки особливості їхньої 
побудови загалом, але й усвідомити процедури знахо-
дження їхніх визначників і обернених матриць зокрема. 
Розроблено ПЗ, яке дає змогу генерувати як послідов-
ності уточнених поліноміальних матриць Фібоначчі m-
го порядку, так і знаходити їхні визначники та обернені 
поліноміальні матриці аналогічного порядку. 

5. Виявлено, що запропонована структура елементів 
n-ої послідовності поліноміальних матриць Фібоначчі 
m-го порядку має цікаву властивість, згідно з якою 
можна уникнути використання рекурентного матрично-
го співвідношення, а генерувати відповідні поліномі-
альні матриці Фібоначчі тільки за номерами (m+n–2–j)-
ої послідовності поліномів Фібоначчі, конкретні зна-
чення яких залежать від місця їхнього розташування в 
матриці та номера її стовпця, а саме j [0 (m–1)].  

6. Наведено приклад застосування матричного мето-
ду шифрування блокових даних уточненою поліномі-
альною матрицею Фібоначчі, що дає змогу зацікавлено-
му читачу зрозуміти основний принцип шифрування як 
початкового повідомлення, так і розшифрування за-
шифрованих даних. У наведеному прикладі для матриці 
вхідного повідомлення над алфавітом {0, 1,..., 255} і 
для цілого числа х = 5 використано 5-ту поліноміальну 
матрицю Фібоначчі 5-го порядку, елементами якої є по-
ліноми Фібоначчі від 2-го до 7-го степеня. Для отри-
мання визначника матриці використано формулу 
Лейбніца, а для знаходження оберненої матриці засто-
совано метод Монтанте (англ. Montante method). 

7. За результатами виконаного дослідження зробле-
но обґрунтовані висновки та надано відповідні реко-
мендації щодо їх практичного використання як ключів 
для шифрування блокових даних, що дає змогу ефек-
тивно передавати каналами зв'язку відповідні повідом-
лення різної величини. 
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FEATURES OF BLOCK DATA ENCRYPTION WITH REFINED 
FIBONACCI POLYNOMIAL MATRICES 

The possibility of solving the problem of generating keys for block data encryption in the form of an nth sequence of refined Fi-
bonacci polynomial matrices of the mth order, the elements of which are Fibonacci polynomials with numbers from (n–2)th to (m+n–
2)th, is shown. The obtained Fibonacci matrices make it possible to find both their determinants and inverse matrices suitable for the 
matrix method of block data encryption. It has been found that even over the past decade, a significant number of publications have 
been published, each of which substantiates different approaches to generating sequences of Fibonacci polynomial matrices and pro-
ves the feasibility of their use for data encryption. At the same time, the use of Fibonacci polynomial matrices as a separate procedure 
for protecting block data in the theory and practice of cryptography is extremely rare. It has been established that a well-known met-
hod for generating a sequence of Fibonacci polynomials consists in using a recurrence relation, according to which the next polyno-
mial is formed by multiplying the variable x sequentially by the elements of the current polynomial, after which similar terms are 
grouped with the terms of the previous polynomial. The method of generating a sequence of Fibonacci polynomial matrices consists 
in using a recurrent matrix relation, according to which the next polynomial matrix is formed by multiplying the variable x successi-
vely by the elements of the current matrix, adding the elements of the formed matrix to the elements of the previous matrix, after 
which all similar terms are grouped in the formed elements. Algorithms for forming a sequence of 8th Fibonacci polynomial matrices 
from the 2nd to the 5th order are given, the elements of which are Fibonacci polynomials of no more (n–1)th power, are presented, 
which made it possible to analyze not only the features of their construction, but also to understand the procedures for finding their 
determinants and inverse matrices. Software has been developed that allows generating both sequences of Fibonacci polynomial mat-
rices of the mth order, and finding their determinants and inverse polynomial matrices of a similar order. An example of using the 
matrix method of encrypting block data with a Fibonacci polynomial matrix is provided, which allows the interested reader to un-
derstand the basic principle of encrypting both the original message and decrypting the encrypted message. 

Keywords: sequence of Fibonacci polynomials; recurrent matrix relation; sequence formation mechanism; inverse Fibonacci 
polynomial matrix; encrypted message; matrix data encryption method. 


