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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТА АНАЛІЗ ТЕМПЕРАТУРНИХ РЕЖИМІВ У 
ЕЛЕКТРОННИХ ПРИСТРОЯХ З ТЕРМОЧУТЛИВИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ 

Розроблено лінійну та нелінійну математичні моделі визначення температурного поля, а також аналізу температурних 
режимів в ізотропних просторових середовищах, які піддаються внутрішньому тепловому навантаженню. У разі нелінійної 
крайової задачі застосовано перетворення Кірхгофа, із використанням якого лінеаризовано нелінійне рівняння теплопровід-
ності та нелінійні крайові умови і внаслідок цього отримано лінійне диференціальне рівняння другого порядку з частковими 
похідними та розривною правою частиною і квазілінійні крайові умови. Для остаточної лінеаризації крайових умов викона-
но апроксимацію температури за просторовою координатою на межовій поверхні термочутливого середовища сегментно-
сталою функцією, що дало змогу унаслідок отримати лінійну крайову задачу. Для розв'язування отриманих крайових задач 
використано інтегральне перетворення Фур'є, внаслідок чого отримано аналітичні розв'язки. Для термочутливого середови-
ща, як приклад, вибрано лінійну залежність коефіцієнта теплопровідності конструкційного матеріалу структури від темпе-
ратури, яку часто використовують для розв'язування багатьох практичних задачах. Як наслідок, отримано аналітичний і ана-
літично-числовий розв'язки у вигляді невласного інтегралу для визначення розподілу температури у цьому середовищі. Роз-
роблено програмні засоби, з використанням яких виконано числовий аналіз поведінки температури як функції просторових 
координат для заданих значень геометричних і теплофізичних параметрів. На цій основі можна аналізувати теплообмінні 
процеси, зумовлені внутрішнім нагріванням, зосередженим в об'ємі паралелепіпеда. Розроблені лінійна та нелінійна матема-
тичні моделі визначення температурного поля у просторових середовищах із внутрішнім нагріванням дають змогу аналізу-
вати їх термостійкість. Як наслідок, стає можливим її підвищити і захистити від перегрівання, яке може спричинити вихід із 
ладу не тільки окремих вузлів та їх окремих елементів, а й всієї конструкції. 

Ключові слова: температурне поле; ізотропне просторове середовище; теплопровідність матеріалу; конвективний теп-
лообмін; внутрішнє нагрівання; термочутливість матеріалу. 

Вступ / Introduction 
Розроблення математичних моделей теплопровід-

ності для сучасних електронних пристроїв є важливою 
сферою досліджень, яка привернула значну увагу як на-
укової спільноти, так і промисловості. Температурне 
поле в мікроелектронних пристроях є критичним фак-
тором, який визначає їхню ефективність і надійність. 
Підвищення температури може знижувати продуктив-
ність, збільшувати енергоспоживання та скорочувати 
термін служби пристрою. Виникнення тепла зумовлено 
проходженням електричного струму через компоненти, 
що призводить до їх нагрівання та формування темпе-
ратурного поля. Зі зростанням складності та мініатюри-
зації електронних пристроїв ефективне розсіювання 

тепла є важливим для забезпечення оптимальної про-
дуктивності та надійності. Відносний вплив температу-
ри є найвищим (55 %) порівняно з вологістю (19 %), 
вібрацією (20 %) та пилом (6 %). Різноманітні дослі-
дження були зосереджені на вивченні нових матеріалів, 
конструкцій та моделей для підвищення теплопровід-
ності та покращення керування тепловими режимами в 
електронних системах. Експериментальні методи виз-
начення температурного поля, такі як термоімпедансна 
мікроскопія, інфрачервона мікроскопія чи термометрія, 
дають змогу отримати дані про розподіл температури у 
приладах. Однак, кожен із цих методів має свої обме-
ження та їх застосовують у певних конкретних умовах. 

Комп'ютерні симуляції, які ґрунтуються на матема-
тичних моделях теплових процесів, дають змогу прог-
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нозувати температурні режими роботи пристроїв і виз-
начати оптимальні конструкційні параметри. Важливи-
ми факторами, що впливають на температурний режим, 
є розташування компонентів і їх щільність на платі. Не-
рівномірне тепловідведення, зокрема для елементів у 
центрі плати, може призводити до локального перегрі-
вання. Для забезпечення ефективного охолодження зас-
тосовують різноманітні технології: матеріали тепловід-
ведення, вентилятори, термічні трубки, термічні пасти 
тощо. Окрім цього, використання сенсорів температури 
дає змогу контролювати нагрівання та своєчасно зни-
жувати ризики перегрівання. Актуальність дослідження 
температурного поля посилюється через значні теплові 
навантаження на сучасні пристрої. Наявність значних 
температурних градієнтів у неоднорідних середовищах 
може спричиняти перегрівання, що призводить до пош-
кодження вузлів або виходу пристрою з ладу. 

Все це дає підстави стверджувати, що доцільним є 
здійснення дослідження з розроблення вдосконалених 
математичних моделей теплопровідності для сучасних 
електронних пристроїв. Такі моделі сприятимуть підви-
щенню ефективності керування температурними режи-
мами, що забезпечуватиме надійність пристроїв. 

Тому розроблення математичних моделей теплопро-
відності є важливим завданням для прогнозування теп-
лових режимів і забезпечення стабільної роботи елек-
тронних пристроїв без потреби виконання дороговар-
тісних експериментів. 

Об'єкт дослідження – моделювання температурних 
режимів у електронних пристроях з термочутливими 
елементами. 

Предмет дослідження – методи і засоби визначення 
температурних режимів у електронних пристроях з тер-
мочутливими елементами, що дасть змогу отримати 
аналітичний та аналітично-числовий розв'язки відповід-
них крайових задач. 

Мета роботи – розробити математичну модель для 
аналізу температурних режимів у електронних пристро-
ях з термочутливими елементами, що дасть змогу під-
вищити точність визначення температурних полів і 
вплине на ефективність проєктування сучасних елек-
тронних пристроїв. 

Для досягнення зазначеної мети визначено такі ос-
новні завдання дослідження: 

● проаналізувати ключові наукові праці з розроблення лі-
нійних та нелінійних математичних моделей теплопро-
відності, що дасть змогу виявити проблему розв'язуван-
ня відповідних лінійних крайових задач, способи ліне-
аризації нелінійних крайових задач та труднощі розроб-
лення програмних засобів для числової реалізації отри-
маних аналітичних та аналітично-числових розв'язків у 
вигляді невласних збіжних інтегралів; 

● навести об'єкт дослідження та його лінійну і нелінійну 
математичні моделі, що дасть змогу отримати аналітич-
ний та аналітично-числовий розв'язки відповідних 
крайових задач; 

● навести спосіб лінеаризації нелінійної математичної мо-
делі, що дасть змогу отримати лінійну крайову задачу 
відносно лінеаризуючої функції, розв'язання якої приво-
дить до визначення аналітично-числового розв'язку нелі-
нійної крайової задачі після виконання певних матема-
тичних перетворень; 

● отримати аналітичний та аналітично-числовий розв'язки 
лінійної та нелінійної крайових задач теплопровідності, 
на основі яких є можливість розробляти алгоритми і 
програмні засоби їх числової реалізації; 

● розробити алгоритми та програмні засоби їх числової 
реалізації для визначення температурних полів у ізот-
ропних просторових середовищах із внутрішнім тепло-
вим нагріванням джерелами тепла, рівномірно зосере-
дженими в об'ємі паралелепіпеда, що дасть змогу аналі-
зувати теплообмінні процеси та підвищити термос-
тійкість конструкцій. 
Аналіз останніх досліджень та публікацій. У ро-

боті [17] показано, що вдосконалення матеріалів термо-
інтерфейсу є важливим напрямом для покращення роз-
сіювання тепла та підвищення продуктивності елек-
тронних пристроїв. Проте залишаються невирішеними 
питання щодо ефективності таких матеріалів у склад-
них умовах нагрівання, що виникають через локаль-
ність джерел тепла та неоднорідність середовища. 

У дослідженні [11] вказано на важливість оптиміза-
ції теплових процесів у пористих матеріалах. Однак, 
внаслідок використання наведеного методу не врахова-
но локальних теплових збурень, що є критично важли-
вими для електронних пристроїв із чужорідними напів-
наскрізними включеннями. Це створює обмеження в 
застосуванні таких моделей для реальних пристроїв. 

У роботі [20] запропоновано моделювання теплопе-
редачі у пористих матеріалах із температурно-залежни-
ми властивостями, що актуально для конструкцій 
складної архітектури, зокрема електронних пристроїв із 
внутрішнім локальним нагріванням. Проте за викорис-
тання методу не враховано локальних теплових збу-
рень, характерних для таких пристроїв, що обмежує 
точність отриманих результатів. 

Аналітичні розв'язки [19] описують розподіл темпе-
ратури, переміщень і напружень у шаруватих пласти-
нах із простою опорою під термомеханічним наванта-
женням із врахуванням температурної залежності мате-
ріалів. Однак, вони не відображають локальних наван-
тажень, що звужує їхнє застосування до реальних умов 
експлуатації. 

У роботі [2] наведено сучасну модель теплопровід-
ності, Однак, не досліджено впливу неоднорідності се-
редовища та термочутливості конструкційних матері-
алів, що обмежує застосування моделей для прогнозу-
вання температурних полів за складних умов. 

У роботах [9, 10] досліджено мікроканальні радіато-
ри на основі нанофлюїдів і термоелектричних генерато-
рів з радіаційним охолодженням радіаторів і наголоше-
но на важливості моделювання та оцінювання продук-
тивності в оптимізації систем керування температурни-
ми режимами. Ці дослідження доводять важливість ма-
тематичного моделювання для розроблення ефективних 
підходів визначення розсіювання тепла в електронних 
пристроях. 

У роботі [8] наведено ефективні підходи до моделю-
вання теплових процесів, проте в методах лінеаризації 
задач теплопровідності не враховано впливу термочут-
ливості та їх використання потребує значних обчислю-
вальних ресурсів для забезпечення точності. 

Реконструкція температурного поля є важливою для 
терморегулювання електронного обладнання. У праці 
[16] запропоновано метод глибинного навчання, що 
поєднує UNet і багатошаровий персептрон (MLP) для 
перетворення задачі реконструкції температурного по-
ля в задачу регресії. UNet відповідає за відтворення за-
гального температурного поля, тоді як MLP прогнозує 
зони з великими градієнтами температури. Результати 
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числових експериментів показали похибку менш ніж 1 
°К, але метод потребує великого обсягу даних для нав-
чання, що ускладнює його використання за реальних 
умов. 

У роботі [13] досліджено термомеханічні наванта-
ження колон під поздовжнім тепловим нагріванням із 
різними крайовими умовами. Температурний розподіл 
визначено методом диференціальних квадратур (DQM), 
а аналіз прогину виконано на основі теорії Ейлера-Бер-
нуллі. Отримані результати підтверджено FEM і літера-
турними даними. Основним недоліком є спрощення мо-
делі, де не враховано значних температурних гра-
дієнтів, що виникають внаслідок критичних теплових 
навантажень. 

У роботі [18] наведено результати досліджень, які 
свідчать про важливість термоінтерфейсних матеріалів 
для покращення розсіювання тепла в електронних прис-
троях. Показано, що такі матеріали відіграють визна-
чальну роль у полегшенні передачі тепла між компо-
нентами пристроїв, що сприяє підвищенню їхньої про-
дуктивності. Однак, залишаються нерозв'язаними зада-
чі, пов'язані з необхідністю розроблення матеріалів із 
покращеними характеристиками, які могли б забезпечи-
ти ефективність функціонування в складних умовах ло-
кального нагрівання. Причиною цього є складність ек-
спериментальних перевірок і висока вартість розроб-
лення таких матеріалів. 

У дослідженні [1] розглянуто концепцію подвійної 
дифузії Каттанео-Крістова в оптимізованих за ентро-
пією нанофлюїдах зі змінною теплопровідністю. Пока-
зано, що використання таких моделей дає змогу врахо-
вувати множинні механізми дифузії. Однак, облік 
складних теплових властивостей рідин і їх вплив на 
теплообмін залишається недостатнім. Це зумовлено 
труднощами моделювання поведінки намагнічених рі-
дин за реальних умов. 

Автори [14] наводять аналітичну модель для регене-
ративних систем охолодження, де використано еластич-
ну калорійну гуму. Показано потенціал таких систем 
для ефективної передачі тепла, проте модель обмежено 
аналізом теплових процесів для певних сталих умов. Це 
пов'язано із деякими обмеженнями сучасних технологій 
моделювання, які не враховують перехідні режимами 
нагрівання. 

Варіантом подолання цих труднощів є розроблення 
комплексних математичних моделей теплопровідності, 
в яких враховано неоднорідність середовищ, локаль-
ність теплового нагрівання та змінність теплових влас-
тивостей матеріалів. Саме такий підхід частково засто-
совано в роботах [1, 14], Однак, результати не відобра-
жають усіх аспектів складних теплових процесів. 

У роботі [4] наведено динамічні компактні теплові 
моделі для прогнозування поведінки температури кор-
пусу портативних пристроїв, таких як смартфон і ноут-
бук, за допомогою методу згортки. Моделі забезпечу-
ють швидке визначення температури корпусу з ураху-
ванням реакції кожного джерела тепла, що сприяє опти-
мізації теплового проєктування та вибору стратегії тем-
пературного контролю на ранніх етапах розроблення. 
Проте їх застосування обмежується двома типами прис-
троїв і не охоплює широкого спектра дослідження пор-
тативної техніки. 

У роботах [6, 7] наведено деякі підходи та вдоскона-
лено наявні методи для розроблення математичних мо-

делей теплообміну в сегментно-однорідних середови-
щах, в яких враховано теплофізичні властивості фаз і 
геометрію структури. Окреслено методи, які дають змо-
гу отримати аналітичні та аналітично-числові розв'язки 
відповідних лінійних і нелінійних крайових задач теп-
лопровідності та на цій основі розробляти обчислю-
вальні алгоритми та програмні засоби для аналізу теп-
лообміну для покращення термостійкості конструкцій. 

Аналіз літературних джерел свідчить про відсут-
ність теоретично обґрунтованих підходів до розроблен-
ня математичних моделей теплопровідності для ізот-
ропних просторових термочутливих середовищ. У наяв-
них моделях недостатньо враховано впливу локального 
теплового нагрівання та термочутливості конструк-
ційних матеріалів, що обмежує їхню ефективність для 
багатофункціональних електронних систем. Основними 
причинами цього є складність опису теплових процесів 
у таких середовищах, висока вартість експериментів і 
труднощі створення умов для належної верифікації мо-
делей. Усе це свідчить про доцільність проведення дос-
ліджень з розроблення лінійних і нелінійних матема-
тичних моделей теплопровідності для ізотропних прос-
торових теплоактивних середовищ. Такі моделі можна 
використовувати для прогнозування теплових режимів 
роботи сучасних електронних пристроїв, що сприятиме 
підвищенню їх ефективності та надійності. 

Результати досліджень та їх обговорення / 
Research results and their discussion 

Об'єкт дослідження та його математичні моде-
лі. Розглянуто ізотропну відносно теплофізичних пара-
метрів пластину завтовшки 2  з теплоізольованими ли-
цевими поверхнями z , віднесену до декартової 
прямокутної системи координат (Oxyz), в області 

0 , , : ,0 ,x y z x H y h z  якої зосереджено 
рівномірно розподілені внутрішні джерела тепла з пи-
томою потужністю q0 = const. На межовій поверхні ша-
ру , , : ,L x h z x z  відбувається конвектив-
ний теплообмін із навколишнім середовищем зі сталою 
температурою tc = const згідно зі законом Ньютона, а на 
іншій його поверхні , , : ,L x l z x z  задано 
крайові умови другого роду (рис. 1). 

 
Рис. 1. Ізотропна пластина під впливом внутрішнього нагріван-

ня / Isotropic plate under the influence of internal heating 

У наведеній структурі потрібно визначити розподіл 
температури t(x,y) за просторовими координатами x та y, 
який отримано розв'язанням рівняння теплопровідності 

 0( , ) ( ) ( )qx y S H x S y  (1) 

з такими крайовими умовами: 
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( , ) | 0xx y , ( , )  0
x

x y
x

, 

 ( , ) ( , )  
y h

y h

x y x y
y

,  , 0( )

y l

x y
y

, (2) 

де:  – коефіцієнт теплопровідності пластини; α – ко-
ефіцієнт тепловіддачі з поверхні L+; ( , ) ( , )  cx y t x y t ;  
– оператор Лапласа в декартовій прямокутній системі 
координат; (ζ)S  – асиметричні одиничні функції, 

 
2 2

2 2 
x y

; 
1, ζ 0,

ζ 0,5 0,5, ζ 0,
0, ζ 0.

S   

Застосовано інтегральне перетворення Фур'є за ко-
ординатою x до рівняння (1) та крайових умов (2) і як 
наслідок отримано неоднорідне звичайне диференціаль-
не рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами 
та розривною правою частиною 

 
2

2 0
2

2ξ sin ( )d q H S y
dy

 (3) 

з крайовими умовами 

 ( ) ( )( ) , 0y h

y h y l

d y d yy
dy dy

, (4) 

де: ( )y  – трансформанта функції θ(x, y), визначають за 

формулою ξ1( )   ( , )
2

i xy e x y dx ;  – параметр інтег-

рального перетворення Фур'є, 2 1i . 
Загальний розв'язок рівняння (3) визначено у вигляді 

 0
1 2 3

2( ) sin ( 1) ( )y y qy c e c e H ch y S y ,  

де c1 і c2 – сталі інтегрування. 
Використано крайові умови (4) і на цій основі знайде-

но сталі інтегрування та отримано частковий розв'язок 
задачі (3)–(4), а саме: 

 0
3

2 ( , )( ) sin (1 ) ( )
( )

q P yy H ch y S y
P

, (5) 

де: ( , ) ( 1) ( )P y ch h sh h ch y l ;  

 ( ) ( ) ( )P sh h l ch h l .  
Застосовано обернене інтегральне перетворення 

Фур'є до співвідношення (5) і внаслідок отримано 
розв'язок задачі (1)–(2) у такому вигляді: 

 0
3

0

2 cos sin ( , )( , ) (1 ) ( )
( )

q x H P yx y ch y S y d
P

. (6) 

Унаслідок виконання таких дій шукане температур-
не поле у пластині, зумовлене внутрішнім нагріванням, 
виражено формулою (6), з якої отримують значення 
температури в довільній її точці. 

Розглянуто ізотропну відносно теплофізичних пара-
метрів термочутливу (теплофізичні параметри залежать 
від температури) пластину (див. рис. 1). 

У наведеній структурі потрібно визначити розподіл 
температури t(x, y) за просторовими координатами x та 
y, який отримано розв'язанням нелінійного рівняння 
теплопровідності 
 0λ( ) ( , ) ( ) ( )div t gradt x y q S H x S y  (7) 
з такими крайовими умовами: 

( , ) | 0xt x y , ( , )  0
x

t x y
x

, 

 ( , )  0
y l

t x y
y

, ( , )) (( )y h c
y h

tt x
y

t ty , (8) 

де (t) – коефіцієнт теплопровідності термочутливої 
пластини. 

Розглянуто перетворення Кірхгофа 

 
( , )

0
0

1( , ) λ(ζ) ζ
t x y

x y d , (9) 

де 0 – опорний коефіцієнт теплопровідності матеріалу 
пластини. 

Продиференційовано вираз (9) за змінними x та y і 
внаслідок отримано співвідношення 

 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )λ λ ,λ λx y t x y x y t x yt t
x x y y

,  

з урахуванням яких вихідне рівняння (7) та крайові 
умови (8) перетворено до такого вигляду: 

 0
0 ( ) ( )q S H x S y , (10) 

 ( , ) 0xx y ; ( , ) 0
x

x y
x

; ( , ) 0
y l

x y
y

; (11) 

 0

( , ) ( ( , ) )y h y h c
x y t x y t
y

. (12) 

Унаслідок таких перетворень отримано лінійне ди-
ференціальне рівняння з частковими похідними другого 
порядку відносно функції ( , )x y , лінійні крайові умови 
(11) та квазілінійну крайову умову (12). 

Апроксимовано температуру t(x, h) як функцію 
просторової координати x сегментно-сталою функцією 
у вигляді 

 
1

1 1
1

( , ) ( ) ( )
m

j j k
k

t x h t t t S x x , (13) 

де: 1 2 1(0; *); ... ;k mx x x x x ( 1, )kt j m  – невідомі ап-
роксимаційні значення температури ( , )t x h ; m – кіль-
кість розбиттів інтервалу (0; x*); x* – значення абсциси, 
для якої температура досягає значення tc (його визнача-
ють із відповідної лінійної задачі). 

Застосовано інтегральне перетворення Фур'є за ко-
ординатою x до рівняння (10) та крайових умов (11), 
(12) з урахуванням співвідношення (13) і отримано зви-
чайне диференціальне рівняння другого порядку зі ста-
лими коефіцієнтами та розривною правою частиною 

 
2

2 0
2 0

2 sin ( )d q H S y
dy

 (14) 

і лінійні крайові умови зі сингулярною правою части-
ною 

 
0

( ) ( ) ( )0,
2y l y h

d y d y D
dy dy

, (15) 

де: 1 ,
2

i xy e x y dx  – трансформанта функції 

(x, y); 1
1

1
1

( ) ( )( )j j
m

i x i x
j j

j
D i t t e e . 

Загальний розв'язок рівняння (14) отримано у вигляді 

 0
1 2 0 3

2( ) sin ( 1) ( )y y qy с e с e H ch y S y   
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та з використанням крайових умов (15) визначено сталі 
інтегрування c1, c2 і як наслідок – отримано розв'язок за-
дачі (16)–(17),  а саме: 

 00 3

1( ) 2 sin ( ( , )
2

(1 ) ( )) ( , ) ( ) ,

y q H D y shh

ch y S y D y D
 (16) 

де  ( )( , )
( )

ch l yD y
sh l h

. 

Застосовано обернене інтегральне перетворення 
Фур'є до співвідношення (16) та визначено вираз для лі-
неаризуючої функції (x, y) у такому вигляді: 

 
3

00
0

1( , ) 2 / sin cos [ ( , )

(1 ) ( )] ( , ) ( , ) ,

x y q H x D y shh

ch y S y D y D x d
 (17) 

де 

1

1 1
1

1

1 1
1

( , ) sin ( )(cos cos )

cos ( )(sin sin ).

m

j j j j
j

m

j j j j
j

D x x t t x x

x t t x x
 

Шукане температурне поле t(x, y) для наведеної 
структури визначають за допомогою отриманого нелі-
нійного алгебраїчного рівняння з урахуванням темпера-
турної залежності коефіцієнта теплопровідності констр-
укційних матеріалів пластини у співвідношеннях (9), 
(17) та виконанням певних математичних перетворень. 

Частковий приклад. Наведено залежність коефі-
цієнта теплопровідності від температури конструк-
ційного матеріалу пластини у вигляді співвідношення 
 0 1 ,kt  (18) 

де 0,k  – опорний і температурний коефіцієнти теп-
лопровідності матеріалу пластини. 

Із використанням виразів (9), (18) отримано форму-
лу для визначення температури t(x, y) 

 1( , ) 1 1 2 ( , )t x y k x y
k

. (19) 

Числовий експеримент та аналіз отриманих ре-
зультатів. Матеріалом пластини вибрано германій. В 
інтервалі температур [0 °С; 957 °С] залежність коефі-
цієнта теплопровідності германію від температури от-
римано інтерполяцією у вигляді 

 вт 1λ( ) 60,3 (1 0,0008 ),
град м град

t t  (20) 

що є частковим випадком співвідношення (18). 

 
Рис. 2. Залежність температури t(x, y) від просторових коорди-

нат x (a) та y (b) / Dependence of temperature t(x, y) on spatial 
x (a) and y (b) coordinates 

За формулами (6), (19) виконано числові обчислення 
розподілу температури за просторовими координатами 
у пластині для сталого значення коефіцієнта теплопро-
відності для германію (  = 60,2 вт/(м·град) за темпера-
тури t = 27 °С) та лінійно змінного значення (співвідно-
шення (20)). Вибрано такі значення вхідних даних: q0 = 
200 вт/м3; l = h = 0,1 м; H=0,05 м; α = 17,64 вт/(м2·град). 
Проілюстровано зміну температури залежно від просто-
рових координат x для y = 0 (рис. 2, a) та y для x = 0,05 
(див. рис. 2, b). Із поведінки кривих видно, що темпера-
тура, як функція просторових координат, є гладкою та 
монотонною і досягає максимальних значень в області 
Ω0, де зосереджено внутрішні джерела тепла. Числові 
розрахунки виконано з точністю 10-6. 

Отримані результати для вибраного матеріалу сере-
довища (германій) за лінійної температурної залежності 
коефіцієнта теплопровідності, відрізняються від резуль-
татів, отриманих для сталого коефіцієнта теплопровід-
ності на 2 %. Їх незначну відмінність можна пояснити 
тим, що значення температурного коефіцієнта теплоп-
ровідності для германію, як показує співвідношення 
(18), є невеликим. 

Обговорення результатів дослідження. У роботі 
[15] наведено методику ефективного визначення та дос-
лідження термічного напруженого стану тіл з тонкими 
багатошаровими покриттями на основі процедури мо-
делювання цих покриттів оболонками з відповідними 
геометричними, термічними та термомеханічними влас-
тивостями покриття. У цьому підході вплив покриттів 
на термонапружений стан системи тіло-покриття описа-
но спеціальними узагальненими крайовими умовами. 
Ефективність такого підходу продемонстровано на ана-
лізі тестових завдань. Подано розв'язки некласичних лі-
нійних і нелінійних крайових задач термопружності для 
тіл зі шаруватими тонкими покриттями, що зазнають 
теплового навантаження. Покриття є тонкими і внаслі-
док не враховано їх геометричних параметрів, що при-
водить до похибки отриманих результатів. 

У дослідженні [12] запропоновано метод визначення 
температурних полів, що виникають у пластині, з ура-
хуванням теплового випромінювання, температурної 
залежності теплових параметрів, густин поверхневих та 
об'ємних джерел тепла за нерівномірного розподілу по-
чаткової температури. Використано перетворення Кір-
хгофа, функцію Гріна, узагальнені функції та лінійні 
сплайни і зведено задачі теплопровідності до розв'язу-
вання рекурентного нелінійного алгебраїчного рівняння 
для визначення значень змінної Кірхгофа у вузлах 
сплайну на відповідній крайовій поверхні. Наведено ре-
зультати числового аналізу. Дослідження виконано для 
однорідної пластини, що дало змогу для лінеаризації 
нелінійної крайової задачі застосувати перетворення 
Кірхгофа. Наведений підхід не дає змоги проводити 
дослідження для середовищ шаруватої структури. 

У роботі [21] розглянуто частково-граничнi елемен-
ти як варiант непрямого методу приграничних елемен-
тів. На прикладі двовимірних задач теорії потенціалу 
досліджено точність та ефективність їх використання. 
Для об'єктів канонічної форми (круг, квадрат, прямо-
кутник, еліпс) та довільних багатокутників показано 
ефективність частково-граничних елементів. Викорис-
тання цього методу забезпечує точність розв'язку, спів-
мірну з точністю методу приграничних елементів. Вона 
також на порядок вища, ніж за використання методу 
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граничних елементів. При цьому зменшено у 2,0-2,5 ра-
за час обчислень, ніж коли застосовувати метод пригра-
ничних елементів. Програмну реалізацію запропонова-
ного підходу здійснено мовою програмування Python. 
Наведений підхід апробовано для задач електропрофі-
лювання та вертикального електричного зондування у 
півплощині з багатокутним включенням. Наведено ре-
комендації щодо застосування частково-граничних еле-
ментів у геофізичних практичних випробуваннях. Дос-
лідження виконано для однорідних середовищ каноніч-
ної форми, що є достатньо простої геометричної форми. 

У праці [3] розглянуто одновимірний нестаціонар-
ний тепловий стан у середовищі з температурною за-
лежністю теплопровідності. Для цього випадку відпо-
відне рівняння теплопровідності стає нелінійним і на 
поверхнях застосовують послаблювальну крайову умо-
ву. Ця умова є залежною від часу, яка з перебігом його 
наближається до певної незалежної від часу умови. Та-
ка поведінка на поверхнях середовища виникає природ-
но у деяких фізичних системах. Як приклад, запропоно-
вано просту модельну систему, яка породжує умову Ді-
ріхле або конвективну релаксуючу крайову умову. 
Внаслідок залежності коефіцієнта теплопровідності від 
температури конвективний стан є нелінійним. Для 
розв'язування крайової задачі наведено чисельний під-
хід, який дає змогу дискретизувати рівняння теплопро-
відності за часом, внаслідок чого отримано послідов-
ність двоточкових крайових задач (TPBVP). Автори ви-
користали неявну дискретизацію часу, що забезпечує 
безумовну стабільність методу. Якщо задано початкову 
умову, то для цього випадку можна послідовно 
розв'язувати TPBVP та отримувати наближені значення 
температури на різних часових рівнях. Для розв'язуван-
ня TPBVP використано метод скінченних різниць. Сис-
теми нелінійних алгебраїчних рівнянь, які виникають 
при цьому, розв'язують методом Ньютона. Наведено 
низку простих модельних задач, які підтверджують 
ефективність такого підходу. 

У більшості портативних електронних пристроїв, 
окрім температури кількох джерел тепла, тобто темпе-
ратури з'єднання, також потрібно контролювати темпе-
ратуру корпусу, тобто температуру шкіри, щоб захисти-
ти роботу користувача. Отже, створення компактної 
теплової моделі на рівні пристрою для прогнозування 
температури шкіри не тільки підвищить ефективність 
теплового проєктування на ранній стадії, але й допомо-
же розробити стратегію контролю температури на осно-
ві моделі. У роботі [5] створено на основі методу згор-
тки динамічні компактні теплові моделі двох портатив-
них електронних пристроїв, враховуючи смартфон і но-
утбук. Згідно з припущенням про лінійні незмінні в часі 
системи, температуру шкіри для двох тестових прис-
троїв можна швидко визначити після того, як буде от-
римано ступінчасту реакцію кожного джерела тепла. 
Розроблена модель є експериментальною і не дає змоги 
визначати температурні режими для більше ніж двох 
портативних електронних пристроїв. 

Оскільки в сучасних мобільних електронних прис-
троях відбувається нагрівання в окремих локальних об-
ластях, то виникає потреба визначення оцінки впливу 
температурних градієнтів щодо термостійкості кон-
струкції. Як наслідок, виникає потреба у розробленні 
математичної моделі аналізу температурних режимів як 
у локальній області нагрівання, так і в цілій конструкції 

для запобігання руйнуванню внаслідок температурних 
збурень. Аналіз наведених літературних джерел свід-
чить, що використані методи дослідження не дають 
змоги розв'язувати крайові задачі теплопровідності для 
конструкцій, які нагріваються локально зосередженими 
внутрішніми тепловими джерелами. 

Отже, внаслідок виконаної роботи можна сформу-
лювати такі наукову новизну та практичну значущість 
результатів дослідження. 

Наукова новизна отриманих результатів дослі-
дження – розроблено метод визначення температурно-
го поля та аналізу температурних режимів для ізотроп-
них просторових середовищ, які піддаються внут-
рішньому тепловому нагріванню рівномірно зосередже-
ними джерелами тепла в об'ємі паралелепіпеда. 

Практична значущість результатів дослідження – 
отримані розв'язки лінійної та нелінійної крайових за-
дач теплопровідності для ізотропних теплоактивних 
просторових середовищ застосовано для розроблення 
обчислювальних алгоритмів і програмних засобів, 
призначених для аналізу теплообмінних процесів в ок-
ремих конструкційних елементах та вузлах електрон-
них пристроїв, що піддаються наведеному тепловому 
навантаженню, для прогнозування їх режимів роботи, 
ідентифікації невідомих параметрів та підвищення тер-
мостійкості, що збільшує їх термін експлуатації. 

Висновки / Conclusions 
Розроблено математичну модель для аналізу темпе-

ратурних режимів у електронних пристроях з термочут-
ливими елементами, що дало змогу підвищити точність 
визначення температурних полів і їхнього впливу на 
ефективність проєктування сучасних електронних 
пристроїв. За результатами виконаного дослідження 
можна зробити такі основні висновки. 
1. Проаналізовано ключові наукові праці з розроблення 

лінійних і нелінійних математичних моделей теплопро-
відності, що дало змогу виявити математичні моделі 
визначення та аналізу температурних режимів у ізот-
ропних структурах із внутрішнім локальним нагріван-
ням. 

2. За допомогою лінійної та нелінійної математичних мо-
делей визначення температурних полів виконано ана-
ліз температурних режимів, зумовлених внутрішнім 
тепловим нагріванням для конструкцій, які геометрич-
но описано ізотропною просторовою структурою у 
вигляді пластини з теплоактивним паралелепіпедом. 

3. Наведено спосіб лінеаризації нелінійної крайової задачі 
теплопровідності та отримано у замкнутому вигляді її 
аналітично-числовий розв'язок. 

4. На підставі отриманих аналітичного та аналітично-чис-
лового розв'язків як для лінійної, так і для нелінійної 
крайових задач теплообміну запропоновано розробляти 
обчислювальні алгоритми та програмні засоби їх чис-
лової реалізації. 

5. Розроблено алгоритми та програмні засоби їх числової 
реалізації для визначення температурних полів у ізот-
ропних просторових середовищах із внутрішнім тепло-
вим нагріванням джерелами тепла, рівномірно зосере-
дженими в об'ємі паралелепіпеда, що дає змогу аналі-
зувати теплообмінні процеси та підвищити термос-
тійкість конструкцій. 

6. Встановлено, що важливо враховувати термочутливість 
конструкційних матеріалів, що значно ускладнює про-
цес розв'язування відповідних нелінійних крайових за-
дач теплопровідності, зате шукані розв'язки цих задач 
дещо адекватніше до реального фізичного процесу 
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описують поведінку температури як функції просторо-
вих координат. 
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MATHEMATICAL MODELING AND ANALYSIS OF TEMPERATURE REGIMES 
IN ELECTRONIC DEVICES WITH THERMOSENSITIVE ELEMENTS 

Linear and nonlinear mathematical models for determining the temperature field and subsequently for analyzing temperature re-
gimes in isotropic spatial environments subjected to internal thermal loading have been developed in the course of research. In the 
case of a nonlinear boundary value problem, the Kirchhoff transformation was applied, using which the nonlinear heat conduction 
equation and nonlinear boundary conditions were linearized, and as a result, a linear second-order differential equation with partial 
derivatives and a discontinuous right-hand side and quasilinear boundary conditions were obtained. For the final linearization of the 
boundary conditions, the temperature was approximated by the spatial coordinate on the boundary surface of the thermosensitive en-
vironment by a segment-constant function, which made it possible to obtain a linear boundary value problem as a result. The integral 
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Fourier transform was used to solve the obtained boundary value problems, as a result of which analytical solutions were obtained. 
For a thermally sensitive medium, as an example, the linear dependence of the coefficient of thermal conductivity of the structural 
material of the structure on temperature, which is often used to solve many practical problems, was chosen. As a result, analytical 
and analytical-numerical solutions were obtained in the form of an improper integral to determine the temperature distribution in this 
medium. Software tools were developed, using which a numerical analysis of the behaviour of temperature as a function of spatial 
coordinates was performed for given values of geometric and thermophysical parameters. On this basis, it is possible to analyze heat 
exchange processes caused by internal heating concentrated in the volume of a parallelepiped. The developed linear and nonlinear 
mathematical models for determining the temperature field in spatial media with internal heating enabled analyzing their thermal re-
sistance. As a result, it becomes possible to increase it and protect it from overheating, which can cause failure not only of individual 
nodes and their individual elements, but also of the entire structure. 

Keywords: temperature field; isotropic spatial medium; thermal conductivity of the material; convective heat transfer; internal 
heating; thermal sensitivity of the material. 


