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МЕТОДИ ГЕНЕРУВАННЯ ПОЛІНОМІВ ЛЮКА ТА ОСОБЛИВОСТІ 
ЇХ ВИКОРИСТАННЯ ДЛЯ ШИФРУВАННЯ ДАНИХ 

Розроблено методи генерування послідовностей поліномів Люка n-го степеня як основи для шифрування потокових і 
блокових даних, що дає можливість ефективно передавати каналами зв'язку відповідні повідомлення різної величини. З'ясо-
вано, що за останнє десятиліття надруковано значну кількість публікацій, в кожній з яких обґрунтовано різні підходи до ге-
нерування поліномів Люка та доведено доцільність їх використання для шифрування даних. Проте більшість досліджень 
стосується окремих процедур захисту даних, що в теорії та практиці криптографії трапляються вкрай рідко. Встановлено 
основну складність проблеми генерування послідовностей поліномів Люка n-го степеня, які є основою шифрування потоко-
вих і блокових даних, що дасть можливість здійснювати ефективний їх захист. Наведено відомі способи подання чисел Фі-
боначчі та Люка, а також поліномів Люка, які можна застосувати у традиційному методі шифрування даних. Встановлено, що 
в послідовностях чисел Фібоначчі та Люка, де відношення двох послідовних елементів наближається до золотого перерізу, 
їхні члени є наближеннями цілих степенів золотого перерізу. Запропоновано метод матричного подання поліномів Люка та 
їх обернених еквівалентів, які можна застосувати у традиційному методі шифрування даних. Для цього необхідно перемно-
жити спеціальну матрицю n-го порядку з відповідними коефіцієнтами на поліном n-го степеня, внаслідок чого отримаємо 
набір поліномів Люка Ln(x) відповідного степеня. Зазвичай, спеціальна матриця є нижньою трикутною матрицею, всі еле-
менти головної діагоналі якої одиниці. Розроблено метод генерування поліноміальних матриць Люка n-го степеня та їх 
обернених матриць, елементами яких є поліноми Люка, які можна застосувати у традиційному методі шифрування даних. 
Оскільки поліноміальні оберненні матриці використовують для розшифрування даних, то процедура їхнього генерування має 
мати загальний вигляд. Розроблено ПЗ, яке дає змогу генерувати поліноміальні матриці Люка n-го степеня та m-го поряду, а 
також їхні обернені поліноміальні матриці аналогічного степеня та поряду. За результатами виконаного дослідження зробле-
но висновки та надано відповідні рекомендації щодо їх практичного використання як основи для шифрування потокових і 
блокових даних. 

Ключові слова: числа Люка; рекурентна послідовність поліномів; золотий переріз; шифрування потокових і блокових 
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Вступ / Introduction 

Числа Фібоначчі та Люка [22] є фундаментальною 
математичною основою, яка має важливе значення для 
сучасних інформаційних технологій (ІТ). Їх універсаль-
ність відчутна в різних ІТ-галузях – від розроблення 
програмного забезпечення до криптографії та фінансо-
вих технологій. Розуміння послідовностей таких чисел 
допомагає програмістам поглибити свої знання з орга-
нізації структур даних і алгоритмів їх оброблення, пок-
ращити навики програмування чи тестування, а також 
розробляти дещо ефективніші програми для різних об-
ластей знань. Тому, виходячи з їх широкого застосуван-
ня, кожен програміст повинен бути ознайомлений з кон-
цепцією генерування послідовностей чисел Фібоначчі 
та Люка, щоб краще їх розуміти та використовувати у 
своїй повсякденній роботі. 

Ще в 2005 році український вчений О. Стахов у 
своїй роботі [48] запропонував так звану теорію шиф-

рування даних і коригування помилок p-числами Фібо-
наччі, метод дешифрування яких використовував певні 
властивості цих чисел, їх узагальнення та наближення 
до золотого перерізу [5]. Автор стверджував, що запро-
понований метод (роз)шифрування даних має здатність 
виправлення помилок 93,33 %. Проте, його обнадійливі 
заяви в багатьох дослідників [5, 7, 10, 38, 42] викликали 
деякі підозри насамперед з точки зору теорії інформа-
ції. Вони вважали, що потрібно провести дещо глибший 
і точніший аналіз результатів дослідження О. Стахова 
як щодо надмірності кодів, так і щодо їхньої можливос-
ті виявлення та виправлення помилок у зашифрованих 
повідомленнях. 

Не секрет, що теорія шифрування даних упродовж 
багатьох десятиліть має важливе значення для інформа-
ційно-комунікаційних технологій [29], внаслідок чого 
розроблено багато різних підходів до виявлення та вип-
равлення можливих помилок, що виникають під час пе-
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редачі зашифрованих повідомлень [19]. Водночас, зас-
тосування сучасних методів шифрування даних з вип-
равленням помилок під час розроблення криптографіч-
них систем [21, 24, 27], стійких до квантових атак, заці-
кавило багатьох науковців до творчих пошуків і спри-
яло появі результатів нових досліджень. Проте, основ-
ний недолік багатьох криптографічних методів шифру-
вання даних з виправленням помилок у тому, що вони 
використовують ключі великої розмірності з недостат-
ньою коригувальною здатністю [25, 26, 28]. Тому розроб-
лення нових підходів до (роз)шифрування даних з вияв-
ленням і виправленням помилок є важливою дослідною 
роботою, а для криптографічних систем проблема по-
шуку компактних ключів досі є відкритою. 

Упродовж останніх десятиліть різні дослідники у 
своїх роботах [6, 11, 13, 16, 37, 47] навели особливості 
генерування поліномів Фібоначчі та Люка і похідних 
від них. Автори вважали, що поліноми Фібоначчі та 
Люка є природним розширенням їхніх відповідних пос-
лідовностей чисел, тому їм притаманні багато їхніх без-
посередніх властивостей. Також вони наводять похідні 
цих поліномів у формі відповідних згорток, що дало їм 
змогу сформувати сімейство відповідних послідовнос-
тей. Ними також доведено багато співвідношень для по-
хідних поліномів Фібоначчі та Люка. Послідовність по-
ліномів Фібоначчі та золотий переріз з'явилися в ба-
гатьох галузях науки, в т.ч. фізиці високих енергій, крип-
тографії та шифруванні даних [5, 13]. 

Проте, виконана чимала кількість досліджень [4, 17, 
18, 30, 45, 51, 53] переважно стосується різних підходів 
до генерування поліномів Фібоначчі та Люка, а також 
їх використання для (роз)шифрування даних. Водночас, 
як окрема процедура такий підхід в практиці захисту та 
передачі даних трапляється вкрай рідко. Тому виникає 
потреба проведення додаткових досліджень щодо ефек-
тивних методів генерування поліномів Фібоначчі та 
Люка, а також встановлення певних особливості їх ви-
користання для (роз)шифрування даних тільки як ло-
кального методу. 

Об'єкт дослідження – генерування поліномів Люка 
як основи для шифрування даних. 

Предмет дослідження – алгоритми і методи генеру-
вання послідовностей поліномів Люка n-го степеня, які 
стануть основою шифрування потокових і блокових да-
них, що дасть можливість здійснювати ефективний їх 
захист. 

Мета роботи – розробити методи генерування пос-
лідовностей поліномів Люка n-го степеня як основи 
шифрування потокових і блокових даних, що дасть змо-
гу ефективно передавати каналами зв'язку відповідні 
повідомлення різної величини. 

Для досягнення зазначеної мети визначено такі ос-
новні завдання дослідження: 

● проаналізувати останні дослідження і публікації та вста-
новити основну складність проблеми генерування послі-
довностей поліномів Люка n-го степеня, які стануть ос-
новою шифрування потокових і блокових даних, що 
дасть можливість здійснювати ефективний їх захист; 

● навести традиційні способи подання чисел Фібоначчі та 
Люка, а також поліномів Люка n-го степеня, що мають 
багато корисних властивостей, використати тільки ті із 
них, які можна застосувати у традиційному методі шиф-
рування даних;  

● запропонувати метод матричного подання поліномів Лю-
ка та їх обернених еквівалентів, які можна застосувати у 

традиційному методі шифрування даних, навести кон-
кретний приклад їх застосування;  

● розробити метод генерування поліноміальних матриць 
Люка n-го степеня та їх обернених матриць, елементами 
яких є поліноми Люка, які можна застосувати у тради-
ційному методі шифрування даних, навести конкретний 
приклад їх застосування;  

● зробити висновки за результатами виконаного дослі-
дження та надати відповідні рекомендації щодо їх прак-
тичного використання. 
Аналіз останніх досліджень та публікацій. Послі-

довності чисел Фібоначчі та Люка є основою матема-
тичного збагачення дослідників певними знаннями та 
здобули популярність через можливість широкого ви-
користання [48]. Водночас, різні послідовності поліно-
мів Фібоначчі та Люка хоча й трапляються інколи в на-
уковій літературі, позаяк вони тісно пов'язані між со-
бою [4], однак вони значно менше досліджені. З розвит-
ком комп'ютерної техніки поліноми Фібоначчі та Люка 
почали застосовувати в різних областях знань [13], в т.ч. 
й для шифрування даних, насамперед матричним мето-
дом [26]. 

У роботі [33] розглянуто особливості генерування 
чисел Фібоначчі та Люка з різними додатками, де зосе-
реджено вичерпний аналіз найцікавіших чисельних ма-
тематичних компонент. Автор вважає, що числа Фібо-
наччі та Люка протягом століття цікавлять математи-
ків-аматорів і професійних математиків. Їхня ж робота є 
першою спробою зібрати наявну історію та провести 
авторитетний аналіз цих відомих цілочисельних компо-
нент разом із множиною захопливих програмних ріше-
нь, повних прикладів і цікавих вправ, які пропонують 
численні можливості для дослідження та експерименту-
вання. Числа Фібоначчі та Люка з додатками надають 
математикам велику кількість довідкового матеріалу в 
одному зручному зібранні та представляють глибокий і 
цікавий ресурс для ентузіастів будь-якого рівня та з 
будь-яким набутим досвідом. 

У роботі [3] проаналізовано деякі властивості гаусо-
вих чисел Фібончі та Люка k-порядку. Автори визначи-
ли та вивчили числа Фібоначчі та Люка k-порядку з гра-
ничними умовами. Вони ідентифікували та підтвердили 
генеруючі функції, формули Біне, формули підсумову-
вання, матричне подання гаусових чисел Фібоначчі k-
порядку та деякі істотні зв'язки між гаусовими числами 
Фібоначчі k-порядку та числами Люка k-порядку, 
пов'язані зі звичайними числами Фібоначчі k-порядку. 

У роботі [31] наведено деякі результати досліджен-
ня щодо непарних і парних індексованих послідовнос-
тей чисел Фібоначчі та Люка, доведено єдиність суми 
елементів їхніх скінченних підмножин. Показано, що 
непарні або парні індексовані послідовності чисел Фі-
боначчі та Люка є унікальними суперзростаючими пос-
лідовностями. Використовуючи встановлені властивос-
ті унікальності, авторами на прикладі показано новий ме-
тод криптографії, призначений для шифрування даних. 

У роботі [54] розглянуто деякі тотожності узагаль-
нених послідовностей чисел Фібоначчі та Люка. Спо-
чатку автори ввели поняття узагальненої послідовності 
чисел Люка, де навели перелік елементарних співвідно-
шень щодо узагальнених послідовностей чисел Фібо-
наччі та Люка. Потім вони навели узагальнення формул 
Біне для узагальнених послідовностей відповідних чи-
сел, а також різні можливості їх застосування. Також 
дослідники вивели багато тотожностей і співвідношень 
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конгруенції для узагальнених послідовностей зазначе-
них чисел за допомогою операторного методу. 

У роботі [20] розроблено методи генерування послі-
довностей поліномів Фібоначчі n-го степеня як основи 
шифрування потокових і блокових даних, що дає мож-
ливість ефективно передавати каналами зв'язку відпо-
відні повідомлення різної величини. Запропоновано ме-
тод матричного подання поліномів Фібоначчі та їх 
обернених еквівалентів, які можна застосувати у тради-
ційному методі шифрування даних. Для цього необхід-
но перемножити спеціальну матрицю n-го порядку з 
відповідними коефіцієнтами на поліном n-го степеня, 
внаслідок чого отримаємо набір поліномів Фібоначчі 
Fn(x) відповідного степеня. Зазвичай, спеціальна матри-
ця є нижньою трикутною матрицею, всі елементи го-
ловної діагоналі якої одиниці. Розроблено метод гене-
рування поліноміальних матриць Фібоначчі n-го степе-
ня та їх обернених матриць, елементами яких є поліно-
ми Фібоначчі, які можна застосувати у традиційному 
методі шифрування даних. Розроблено ПЗ, яке дає змо-
гу генерувати поліноміальні матриці Фібоначчі n-го 
степеня та m-го поряду, а також їхні обернені поліномі-
альні матриці аналогічного степеня та поряду. За ре-
зультатами виконаного дослідження зроблено висновки 
та надано відповідні рекомендації щодо їх практичного 
використання як основи для шифрування потокових і 
блокових даних. 

У роботі [35] розглянуто особливості узагальнення 
послідовності чисел Люка та пов'язаних з ними тотож-
ностей. Автори намагалися узагальнити послідовність 
чисел Люка, генеруючи певну кількість послідовностей, 
члени яких отримані шляхом додавання двох останніх 
згенерованих членів попередньої послідовності. Послі-
довність чисел Люка отримана як окремий випадок ге-
нерування тільки однієї такої послідовності. Автори на-
вели деякі результати, які можна розглядати як узагаль-
нену форму очікуваних результатів, які справедливі для 
послідовності чисел Люка. Дослідники отримали то-
тожність Кассіні для цих узагальнених послідовностей 
чисел Люка. Водночас, у роботі [2] розглянуто узагаль-
нені числа гіпер-Люка та особливості їх застосування. 
Автори навели деякі комбінаторні властивості нового 
узагальнення чисел гіпер-Люка для розширення визнач-
ника Кассіні. Також вони вивчали норми деяких цирку-
лянтних і s-циркулянтних матриць, побудованих на під-
ставі узагальнених чисел гіпер-Люка. 

Як зазначено в роботах [8, 41], так звані p-числа Фі-
боначчі також можна узагальнити, враховуючи деякі лі-
нійні рекурентні їхні послідовності, такі як p-числа Лю-
ка [34, 42] або Пелля-Люка [38], які дещо узагальнюють 
p-числа Фібоначчі та методи (роз)шифрування даних з 
їхнім використанням. Наприклад, автор роботи [40] 
запропонував використовувати рекурентні послідовнос-
ті ( )( , )p

nF x y , застосовуючи поліноми Фібоначі [11]. По-
дальші узагальнення результатів вирішення цієї пробле-
ми можна знайти в роботах [6, 7, 13, 36]. 

У роботі [17] наведено деякі зауваги щодо узагаль-
нених чисел Фібоначчі-Люка та узагальнених кватерні-
онів Фібоначчі-Люка. Автори запропонували породжу-
вальні функції для узагальнених чисел Фібоначчі-Люка 
та для їхніх узагальнених кватерніонів, а також для них 
тотожність Кассіні та інші їхні цікаві властивості, різні 
можливості застосування цих елементів. 

У роботі [45] наведено результати побудови дуаль-
но-узагальнених комплексних кватерніонів Фібоначчі 

та Люка. Автори розглядали властивості як дуально-
узагальненого комплексного числа, так і кватерніона. 
Також було отримано загальні рекурентні співвідно-
шення для відповідних послідовностей кватерніонів, 
формули Біне, тотожності Тагіурі (або Вайди), Гонсбер-
гера, д'Оканя, Кассіні та Каталана. Наведено набір мат-
ричних подань цих спеціальних кватерніонів і вираже-
но добуток дуально-узагальнених комплексних кватер-
ніонів Фібоначчі та Люка у вигляді їхніх різних матрич-
них подань. 

У роботі [1] наведено деякі нові формули поліномів 
Люка за допомогою різних підходів. Автори вважають, 
що ці нові формули пов'язані з добре відомими симет-
ричними поліномами Люка, є основною темою їхнього 
дослідження. Для встановлення цих формул вони вико-
ристовували різні підходи. Для отримання деяких фун-
даментальних властивостей таких формул було вико-
ристано матричний підхід до подання поліномів Люка. 
Зокрема, деякі рекурентні співвідношення та детермі-
нантні форми вони визначали відповідними матрицями 
Гессенберга. Виведено та досліджено спряжені поліно-
ми Люка та генеруючі функції. Дослідники вирішили 
декілька проблем зв'язку між поліномами Люка та ін-
шими відомими симетричними та несиметричними ор-
тогональними поліномами, такими як поліноми Чеби-
шева першого та другого типів і їх зміщені відповідни-
ки. Ними доведено, що в коефіцієнтах зв'язку задіяно 
декілька гіпергеометричних функцій аргументного ти-
пу. Окрім цього, вони побудували нові формули для 
старших похідних від поліномів Люка через їх початко-
ві поліноми, а також формули для повторних інтегралів 
від поліномів Люка. 

У роботі [44] наведено особливості реалізації моди-
фікованої криптографії з відкритим ключем на підставі 
узагальнених матриць Люка. Автори пропонують уза-
гальнену матрицю Люка (рекурсивну матрицю вищого 
порядку), отриману з узагальнених послідовностей по-
ліномів Фібоначчі. Вони отримали їхні алгебраїчні 
властивості, такі як пряме обернене обчислення, так і 
рекурсивний їхній характер тощо. Потім вони запропо-
нували модифіковану криптографію з відкритим клю-
чем, використовуючи для цього узагальнені матриці 
Люка як ключовий елемент, який оптимізує складність 
конструкції простору ключів. Окрім цього, автори вста-
новили ключову домовленість для шифрування-роз-
шифрування даних з комбінацією термінів узагальне-
них послідовностей Люка під операцією множення та 
отримання залишку. 

У роботі [51] розглянуто нове застосування теорії 
шифрування числами Фібоначчі та Люка. Автори вва-
жають, що алгоритми (роз)шифрування мають велике 
значення для покращення інформаційної безпеки, яка в 
останні роки стала серйозною проблемою багатьох 
фірм і організацій. Вони навели два нових алгоритми 
(роз)шифрування з використанням Q-матриць і R-мат-
риць Фібоначчі. Розроблені моделі засновані на вико-
ристанні заблокованих матриць повідомлень і шифру-
ванні кожної такої матриці різними ключами. Автори 
вважають, що нові алгоритми не тільки підвищують 
безпеку інформації, але й мають високу коригувальну 
здатність. 

У роботі [38] наведено узагальнену теорію шифру-
вання даних на підставі p-чисел Пелля-Люка SpA

n та 
відповідний метод їх (роз)шифрування. Вони встанови-
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ли співвідношення між елементами матриці шифруван-
ня для p = 1 та i=1, які дають змогу виявляти та виправ-
ляти помилки в зашифрованих повідомленнях. Під час 
обговорення результатів свого дослідження автори 
стверджують, що коригувальна здатність їхнього мето-
ду становить 93,33 % для p = 1, i=1, а для p = 2, i=2 – 
99,80 %. Загалом, коригувальна здатність методу зрос-
тає зі збільшенням його значення. 

У роботі [46] проаналізовано поліноми Фібоначчі та 
детерміновані тотожності, пов'язані з ними. Встановле-
но, що поліноми Фібоначчі та Люка відомі тим, що во-
лодіють чудовими та дивовижними властивостями, а 
також відповідними детермінованими тотожностями, 
які було детально описано. З'ясовано, що записи детер-
мінованих тотожностей задовольняють рекурентні спів-
відношення поліномів Фібоначчі та поліномів Люка. 

У роботі [47] наведено узагальнені детерміновані 
тотожності з поліномами Люка. Встановлено, що детер-
міновані тотожності відіграють значну роль у різних 
областях математики. Існують різні точки зору на вив-
чення таких тотожностей. Багато проблем щодо тотож-
ностей послідовності чисел Фібоначчі та послідовності 
чисел Люка з'являлися в різних випусках журналу Fibo-
nacci Quarterly (Щоквартальник Фібоначчі). Автори на-
дають узагальнені детерміновані тотожності, що міс-
тять поліноми Люка та інші поліноми в різних поряд-
ках. Також наведено записи цих тотожностей, що задо-
вольняють рекурентне співвідношення поліномів Люка 
та інших поліномів, таких як поліноми Фібоначчі, полі-
номи Чебишева, поліноми Пелла, поліноми Пелла-Лю-
ка, поліноми Вієта-Люка. 

Отже, за результатами проведеного аналізу останніх 
досліджень та публікацій стосовно наявних підходів до 
генерування поліномів Фібоначчі та Люка, а також 
особливостей їх використання для шифрування даних 
було встановлено, що навіть за останнє десятиліття ви-
конано багато різноманітних досліджень, в кожному з 
яких тією чи іншою мірою обґрунтовано різні підходи 
до генерування таких поліномів і доведено доцільність 
їх використання для шифрування даних. Водночас, як 
окрема процедура захисту потокових і блокових даних 
поліномами Люка у теорії та практиці криптографії 
трапляються вкрай рідко. Тому проведення додаткових 
досліджень щодо ефективних методів генерування по-
ліномів Люка, а також встановлення певних особливос-
тей їх використання для шифрування потокових і бло-
кових даних тільки як локального методу є актуальною 
проблемою, яку й спробуємо частково вирішити в цьо-
му дослідженні. 

Результати дослідження та їх обговорення / 
Research results and their discussion 

Числа Люка або ряд Люка – цілочисельна послідов-
ність, названа на честь математика Франсуа Едуара 
Анатоля Люка (1842–1891), який вивчав як їхню послі-
довність, так і тісно пов'язані числа Фібоначчі [33]. 
Числа Люка та числа Фібоначчі утворюють доповняль-
ні випадки послідовностей чисел Люка. Послідовність 
чисел Люка має аналогічне рекурентне співвідношення 
як і послідовність чисел Фібоначчі, де кожен доданок є 
сумою двох попередніх доданків, але з різними почат-
ковими значеннями. Це приводить до послідовності, де 
відношення послідовних двох доданків наближаються 
до золотого перерізу  [5] і, фактично, самі члени є наб-

лиженнями цілих степенів золотого перерізу. Числа 
Люка також мають різноманітні взаємозв'язки з числа-
ми Фібоначчі. Наприклад, додавання будь-яких двох 
чисел Фібоначчі, розділених двома членами в їхній пос-
лідовності чисел, приводить до числа Люка між ними. 

1. Подання чисел Фібоначчі та Люка. Послідов-
ність чисел Фібоначчі визначають таким рекурентним 
співвідношенням [48]: 
 Fn+1(x) = xFn(x) + Fn-1(x), (1) 
де: F0(x) = 0, F1(x) = 1 для n  2. Послідовність чисел Фі-
боначчі для x = 1 має вигляд: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 
55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 
10916, ... . Послідовність чисел Фібоначчі для від'ємних 
індексів визначають як F–n(x) = (–1)n-1Fn(x) для n  1. 

Для генерування послідовності чисел Люка вико-
ристовують таке рекурентне співвідношення з різними 
початковими значеннями [22]: 
 Ln+1(x) = xLn(x) + Ln-1(x), (2) 
де L0(x) = 2, L1(x) = x для n  2 і Ln(x) = Ln+1(x) + Ln-1(x) 
для n  ℤ . Послідовність чисел Люка для x = 1 має та-
кий вигляд: 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 
521, 843, 1364, 2207, 3571, 5778, 9349, 15127, 24476, 
39603, 64079, 103682, 167761, 271443, ... . Послідовність 
чисел Люка для від'ємних індексів визначають як L–n(x) 
= (–1)nLn(x) для n  1. 

Як окремі випадки послідовностей Фібоначчі, полі-
номи Люка задовольняють деяким тотожностям [4]: 
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2. Подання поліномів Люка. Числа Фібоначчі та 
Люка є популярною темою для математичного збага-
чення відповідними знаннями багатьох дослідників і 
популяризації цих чисел серед інших науковців [48]. 
Водночас, різні послідовності поліномів під назвами по-
ліномів Фібоначчі та Люка трапляються в науковій лі-
тературі хоча й давно, позаяк вони тісно пов'язані між 
собою, проте вони не так широко та ґрунтовно дослі-
джені, як відповідні послідовності аналогічних іменова-
них чисел. Зазначені такі поліноми з'являються в різних 
областях застосування, в тому числі й для шифрування 
даних, насамперед матричним методом. 

У математиці поліноми Фібоначчі – це поліноміаль-
на послідовність, яку можна розглядати як узагальнен-
ня чисел Фібоначчі [13]. Поліноми, утворені аналогічно 
із чисел Люка, називають поліномами Люка [47]. Їхні 
властивості практично аналогічні як і для поліномів Фі-
боначчі, однак тільки з деякими відмінностями, про які 
буде вказано дещо нижче. 

Метод генерування поліномів Люка полягає у вико-
ристанні рекурентного співвідношення (2), згідно з 
яким спочатку потрібно змінну x помножити послідов-
но на елементи даного полінома, потім потрібно згру-
пувати схожі доданки з елементами попереднього полі-
нома, внаслідок чого отримаємо елементи наступного 
полінома. Наприклад, за вхідних поліномів L6(x) = x6 + 
6x4+8x2 + 2 і L7(x) = x7 + 7x5 + 14x3 + 7x наступний полі-
ном матиме такий вигляд: 

L8(x) = xL7(x) + L6(x) = x(x7 + 7x5 + 14x3 + 7x) + (x6 + 
6x4 + 8x2 + 2) = x8 + 7x6 + 14x4 + 7x2 + x6 + 6x4 + 8x2 + 2 = 

x8 + 8x6+20x4+16x2 + 2. 
Перші декілька поліномів Люка мають такий вигляд: 
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Отже, послідовності поліномів Люка [4, 52] є при-
родним розширенням відповідних послідовностей чи-
сел Люка, тому багато їхніх властивостей допускають 
пряме їх доведення [16, 37, 54]. 

3. Матричне подання поліномів Люка. Часто в ма-
тематичних розрахунках, особливо це стосується крип-
тографічних методів захисту даних, доводиться мати 
справу з матричним поданням поліномів Люка для пря-
мого ходу та їх оберненим виглядом – для зворотного. 
Для цього необхідно перемножити спеціальну матрицю 
n-го порядку з відповідними коефіцієнтами на поліном 
n-го степеня, внаслідок чого отримаємо набір поліномів 
Люка Ln(x) відповідного степеня. Зазвичай, спеціальна 
матриця є нижньою трикутною матрицею, всі елементи 
головної діагоналі якої є одиничними [13, 22, 37]. 

Для генерування поліномів Люка та їх обернених 
еквівалентів потрібно використати спеціальну матрицю 
n-го порядку з відповідними коефіцієнтами та поліном 
n-го степеня. Метод генерування поліномів Люка поля-
гає у виконанні матричної дії множення спеціальної 
матриці n-го порядку на поліном n-го степеня, внаслі-
док чого отримаємо набір поліномів Люка від 1-го до n-
го степеня. Метод генерування обернених еквівалентів 
поліномів Люка полягає у знаходженні матриці, обер-
неної до спеціальної матриці n-го порядку, та виконанні 
матричної дії множення оберненої матриці n-го порядку 
на поліном n-го степеня, внаслідок чого отримаємо на-
бір обернених поліномів Люка від 1-го до n-го степеня. 

Для генерування поліномів Люка та їх обернених 
еквівалентів потрібно використати спеціальну матрицю 
n-го порядку з відповідними коефіцієнтами та поліном 
n-го степеня. Метод генерування поліномів Люка поля-
гає у виконанні матричної дії множення спеціальної 
матриці n-го порядку на поліном n-го степеня, внаслі-
док чого отримаємо набір поліномів Люка від 0-го до n-
го степеня. Метод генерування обернених еквівалентів 
поліномів Люка полягає у знаходженні матриці, обер-
неної до спеціальної матриці n-го порядку, та виконанні 
матричної дії множення оберненої матриці n-го порядку 
на поліном n-го степеня, внаслідок чого отримаємо на-
бір обернених поліномів Люка від 0-го до n-го степеня. 

Математично це матиме такий вигляд: 

 ( )n n n nL x A X  , (3) 

де: ( )nL x  – набір поліномів Люка від 0-го до n-го степе-

ня; n nA   – спеціальна матриця n-го порядку; nX  – набір 
елементів полінома n-го степеня. 

Нижче наведено набір поліномів Люка ( )nL x  від 0-го 
до 6-го степеня [1, ст. 5], а саме: 
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 . (7) 

Водночас, для отримання обернених поліномів Лю-
ка [1, ст. 65] потрібно перемножити матрицю, обернену 
до матриці коефіцієнтів, на елементи полінома, внаслі-
док чого отримаємо набір обернених поліномів Люка 

1( )nL x  відповідного степеня, а саме: 
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 (8) 

Математично це матиме такий вигляд: 

 1 1( )n n n nL x A X 
  , (6) 

де: 1( )nL x  – набір обернених поліномів Люка від 0-го до 

n-го степеня; n nA   – матриця, до спеціальної матриці n-
го порядку; nX  – елементи полінома n-го степеня. Ос-
кільки елементи спеціальної матриці є цілі числа, роз-
міщені нижче головної діагоналі, а її визначник стано-
вить 1 (одиниця), то обернену матрицю можна визначи-
ти звичайними методами, а її елементи також будуть ці-
лими числами, в т.ч. й від'ємними. 

Нижче наведено набір квадратів поліномів Люка 
2( )nL x  та їх обернених еквівалентів 2( )nL x  від 0-го до 6-

го степеня, а саме: 
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Нижче наведено набір поліномів Люка 5( )nL x , підне-
сених до 5-го степеня, та їх обернених еквівалентів 

5( )nL x  від 0-го до 6-го степеня, а саме: 
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Отже, з огляду на наведене вище, запропоновано ме-
тод матричного подання поліномів Люка та їх оберне-
них еквівалентів, які можна застосувати у традиційно-
му методі шифрування даних. Для цього необхідно пе-
ремножити спеціальну матрицю n-го порядку з відпо-
відними коефіцієнтами на поліном n-го степеня, внаслі-
док чого отримаємо набір поліномів Люка Ln(x) відпо-
відного степеня. Зазвичай, спеціальна матриця є ниж-
ньою трикутною матрицею, всі елементи головної ді-
агоналі якої є одиницями. 

Приклад. Для розуміння зазначеного вище наведемо 
конкретний приклад шифрування потокових даних з 
використанням полінома Люка. 

Спробуємо зашифрувати таке повідомлення: P = 
{Терпи, козаче, отаманом будеш.}. З врахуванням про-
пусків між словами, одновимірний масив символів 
вхідного повідомлення матиме такий вигляд: P' = {Тер-
пи,_козаче,_отаманом_будеш.}, яке міститиме K = 30 
символів. Для розуміння процесу шифрування повідом-
лення { , 1, }kP p k K    запишемо його у вигляді двови-
мірного масиву символів P, в якому буде n = 5 стовпців 
і m = 6 рядків, а символи повідомлення в цей масив за-
носитимемо рядками за такою формулою: 

  ( 1){ ), 1, }; 1,i ij i n jP p p j n i m      P . (13) 

Для шифрування даних застосуємо поліном Люка 3-
го степеня та його обернений еквівалент такого вигляду: 
 3 1 3

3 3( ) 3 ; ( ) 3L x x x L x x x    .  (14) 

Нижче наведено результати шифрування та розшиф-
рування зазначеного вище повідомлення P.  

Прямий хід. Спочатку символи повідомлення з ма-
сиву P перетворюємо у числові коди відповідно до таб-
лиці ASCII, а саме: 

  { ( ), 1, }; 1,i ij ijA a Ord p j n i m    A , (15) 

де: Ord(x) – функція, аргументом якої є символ, повер-
тає його код в межах від 0 до 255. Нагадаємо, ASCII 
(англ. American Standard Code for Information Interchan-
ge) – американський стандартний код для обміну інфор-
мацією. ASCII – 8-бітне (однобайтне) кодування, приз-
начене для подання десяткових цифр, латинського та на-
ціональних алфавітів, знаків пунктуації та керуючих 
символів, містить 28=256 (від 0 до 255) комбінацій кодів. 

Застосовуючи поліном Люка 3
3( ) 3L x x x  , пе-

ретворюємо числові коди з масиву (15) у зашифровані 
повідомлення, а саме 

  3{ 3 , 1, }; 1,i ij ij ijL l a a j n i m     L . (16) 

Далі, перемноживши отримані значення за модулем 
m = 256, отримуємо зашифровані числові коди 

  { , 1, }; 1,i ij ijL l l m j n i m       L , (17) 

які знову ж таки перетворюємо у символи зашифрова-
ного повідомлення за формулою: 

  { ( ), 1, }; 1,i ij ijA a Chr l j n i m       A , (18) 

де: Chr(x) – функція, аргументом якої є число від 0 до 
255, повертає символ із введеним кодом згідно з табли-
цею ASCII. І, на завершення,  символи зашифрованого 
повідомлення з двовимірного масиву A' заносимо ряд-
ками у одновимірний масив P' за такою формулою: 

  ( 1){ , 1, }, 1,i n j ijP p a j n i m        . (19) 

На цьому шифрування вхідного повідомлення P' за-
вершено. 

Зворотний хід. Спочатку символи зашифрованого 
повідомлення з масиву P' перенесемо у двовимірний 
масив символів A', в якому буде n = 5 стовпців і m = 6 
рядків, а символи повідомлення в цей масив заносимо 
рядками за такою формулою: 

  ( 1){ ), 1, }; 1,i ij i n jA a p j n i m         A . (20) 

Символи зашифрованого повідомлення з двовимір-
ного масиву A' перетворюємо у числові коди відповід-
но до таблиці ASCII, а саме: 

  { ( ), 1, }; 1,i ij ijL l Ord a j n i m       L . (21) 

Застосовуючи обернений поліном Люка 3-го степе-
ня 1 3

3 ( ) 3L x x x   , перетворюємо числові коди з масиву 
(21) у зашифровані повідомлення, а саме 

  3{ 3 , 1, }; 1,i ij ij ijF l l l j n i m         L . (22) 

Далі, перемноживши отримані значення за модулем 
m = 256, отримуємо розшифровані числові коди 

  { , 1, }; 1,i ij ijA a l m j n i m     A , (23) 

які знову ж таки перетворюємо у символи розшифрова-
ного повідомлення за формулою: 

  { ( ), 1, }; 1,i ij ijP P Chr a j n i m    P . (24) 
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І, на завершення,  символи розшифрованого пові-
домлення з двовимірного масиву P заносимо рядками у 
одновимірний масив P за такою формулою: 

  ( 1){ , 1, }; 1,i n j ijP p p j n i m      . (25) 

На цьому розшифрування зашифрованого повідом-
лення P' завершено. 

Наведену методику шифрування та розшифрування 
вхідного повідомлення виконано в середовищі MS Ex-
cel, а отримані результати показано нижче. 

 Вхідне повідомлення:           
 P ={Терпи,_козаче,_отаманом_будеш.}          
1. Прямий хід: шифрування повідомлення m= 255        
 Кількість символів   30 шт.        
 Кількість стовпців   5 шт.        
 Кількість рядків   6,0 шт.        
  P      A      
 1 2 3 4 5  1 2 3 4 5   

0 Т е р п и 0 210 229 240 239 232   
1 , _ к о з 1 44 95 234 238 231   
2 а ч е , _ 2 224 247 229 44 95   
3 о т а м а 3 238 242 224 236 224 max= 248 
4 н о м _ б 4 237 238 236 95 225 min= 44 
5 у д е ш . 5 243 228 229 248 46 S= 6020 

  L      L' = Lm    
 1 2 3 4 5  1 2 3 4 5   

0 9261630 12009676 13824720 13652636 12487864 0 30 196 150 191 4   
1 85316 857660 12813606 13481986 12327084 1 146 95 111 136 129   
2 11240096 15069964 12009676 85316 857660 2 206 229 196 146 95   
3 13481986 14173214 11240096 13144964 11240096 3 136 59 206 224 206 max= 234 
4 13312764 13481986 13144964 857660 11391300 4 234 136 224 95 195 min= 4 
5 14349636 11853036 12009676 15253736 97474 5 21 126 196 146 64 S= 4328 

  A'            
 1 2 3 4 5         

0 - Д – ї   -Д– �ї         
1 ’ _ o € Ѓ ’_o€Ѓ        
2 О е Д ’ _ ОеД’_        
3 € ; О а О €;ОаО        
4 к € а _ Г к€а_Г        
5 �  ~ Д ’ @ � ~Д’@        

 Зашифроване повідомлення:           
 P' ={-Д– �ї ’_o€ЃОеД’_€;ОаОк€ �а_Г ~Д’@}         
2. Зворотний хід: розшифрування повідомлення         
 Вхідне повідомлення:           
 P' = {-Д– �ї ’_o€ЃОеД’_€;ОаОк€ �а_Г ~Д’@}         
  A'      L'      
 1 2 3 4 5  1 2 3 4 5   

0 - Д – ї   0 30 196 150 191 4   
1 ’ _ o € Ѓ 1 146 95 111 136 129   
2 О е Д ’ _ 2 206 229 196 146 95   
3 € ; О а О 3 136 59 206 224 206 max= 234 
4 к € а _ Г 4 234 136 224 95 195 min= 4 
5 �  ~ Д ’ @ 5 21 126 196 146 64 S= 4328 

 Кількість символів   30         
 Кількість стовпців   5         
 Кількість рядків   6,0         

  L"      A =  L"m    
 1 2 3 4 5  1 2 3 4 5   

0 26910 7528948 3374550 6967298 52 0 210 229 240 239 232   
1 3111698 857090 1367298 2515048 2146302 1 44 95 234 238 231   
2 8741198 12008302 7528948 3111698 857090 2 224 247 229 44 95   
3 2515048 205202 8741198 11238752 8741198 3 238 242 224 236 224 max= 248 
4 12812202 2515048 11238752 857090 7414290 4 237 238 236 95 225 min= 44 
5 9198 1999998 7528948 3111698 261952 5 243 228 229 248 46 S= 6020 

  P            
 1 2 3 4 5         

0 Т е р п и Терпи        
1 , _ к о з ,_коз        
2 а ч е , _ аче,_        
3 о т а м а отама        
4 н о м _ б ном_б        
5 у д е ш . удеш.        

 Розшифроване повідомлення:           
 P ={Терпи,_козаче,_отаманом_будеш.}          
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Наведена вище методика шифрування даних з вико-
ристанням поліномів Люка показала себе ефективною 
для шифрування потокових даних тільки як локального 
методу, яку ми спробували частково вирішити. 

3. Метод генерування матриць Люка n-го степе-

ня, елементами яких є поліноми Люка. Головним 
завданням будь-якого алгоритму шифрування є ефек-
тивне перемішування та розсіювання даних. Для цього 
часто використовують матриці Люка. 

Якщо X  – квадратна матриця, де 2X xX I  , то 

1( ) ( ) ,n
n nX L x X L x I n   ℤ . Нехай 0

2
2( ) 2

xL x
x

    
 – по-

чаткова матриця Люка [44]. Тоді 2( )nL x -матрицю Люка 

n-го степеня можна отримати шляхом множення 2 ( )nQ x -
матриці Фібоначчі n-го степеня на початкову матрицю 

Люка 0
2( )L x , внаслідок чого отримаємо 

0 0 1
2 2 2 2 2

1

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,( ) ( )
n n n n n

n n

L x L xL x Q x L x L x Q x nL x L x




        
ℤ= .(26) 

Її визначник матиме такий вигляд 
2 1 2

1 12( ( )) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 4)n n
n n ndet L x L x L x L x x
      , n  1, який 

ще називають тотожністю Кассіні [48]. 

З роботи [48] відомо, що 1 ( )mQ x -матриці Фібоначчі 1-
го степеня розміром 2×2, 3×3, 4×4, 5×5 і m×m матимуть 
такий вигляд: 

1
3 42

2 2
3 3

4 4

4

5 5

1 0 01 01 0 1 0( ) ; ( ) 0 1 ; ( ) ;1 0 0 0 10 1 0 0 0 1 0
1 0 0 01 0 0 0 0 1 0 00 1 0 0 0 0 1 0( ) ; ( ) .0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 10 0 0 1 0 0 0 0 1 0

m

m m

xxx xQ x Q x x Q x x

xx xx xQ x Q xx
x x









                  
                   

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋱⋱ ⋮

⋯

⋯

 (27) 

З роботи [44, ст. 6] відомо, що початкові матриці 
Люка 2-го, 3-го, 4-го, 5-го та m×m-го порядків мають 
такий вигляд: 

0 0
2 3

2 2
3 3

3 4 12( ) ; ( ) ;1 2 32 3 2 1

xxL x L x xx x


           
 

 0 0
54

4 4
5 5

15 16 11 10 77 8 4 3 7 8 9 4 33 4 5 1( ) ; ( ) ;3 4 5 6 11 2 3 4 1 2 3 4 54 3 2 1 5 4 3 2 1

xx xxL x L x xx xx x


                     

 (28) 

1 1 1 4 3 2

2 2 2 5 4 3

3 3 3 6 5 40

(2 1) 2 2 7(2 ) 3(2 ) 2 1
2 1 (2 ) 2 1 7(2 ) 3(2 ) 2 1
2 1 2 (2 1) 7(2 ) 3(2 ) 2 1( ) .

1 2 3 2 ( 1)
1 2 3 2 1

m m m m m m

m m m m m m

m m m m m m
m

x k
x

xL x

m m x m
m m m x

     

     

     

   
   
     
        

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯

  

Нижче наведено ( )n
mL x -матриці Люка від 1-го до 6-

го степеня розміром 2×2, 3×3 і 4×4, утворені шляхом 

множення n
mQ -матриці Фібоначчі n-го степеня, елемен-

тами яких є відповідні поліноми Фібоначчі, на початко-

ву матрицю Люка 0 ( )mL x . 

4. Механізм утворення n
mL -матриць Люка n-го 

степеня та m=2 порядку. Продемонструємо механізм 

утворення 2
nL -матриць Люка від 1-го до 6-го степеня 

розміром 2×2 та відповідно обернених 2
nL -матриць 

Люка. У подальшому матриці ( )n
mL x  та 2 ( )nL x  будемо 

називати поліноміальними матрицями Люка. З наведе-
них нижче матричних виразів (29) видно, що елемента-

ми 2
nL -матриці Люка n-го степеня є відповідні поліноми 

Люка (n+1)-го степеня. 
З функції визначника [43] та набору матричних 

виразів (29) очевидно, що вони матимуть такий вигляд: 
1 2 1

22( ( )) ( 1) ( 4) ( 1) ( )n n ndet L x x K x      . 

В нашому випадку для n = 2 і 5 отримаємо визнач-
ники, які різняться між собою тільки знаком: 

2
2

5 2

3 2 2 2

6 4 4 2
2

5 3 5 3 2

det( ) 3 2 2
det( ) (

( ) ( ) ( )( ) ( 4);
( ) 9 2)( 4 2)

( 5 5 4.
6
)( 5 5 )

xL x x

L x x x x
x x x x

x x x x

x
x xx

x

 
     

  

     


  

1 0
22 2

1 1 0 1
2 2 2 2

2 2 0 2

2

2
2

3 2

222 2 2

2

1 2( ) ; ( ) ; ( )1 0 2

1 2( ) ( )

4;

2 det( ) ; ( )1 0 2

2( ) ( ) (

( ) 4;
2

3 21 det( )
1

) ; ( )2 2

x xQ x L x K x
x

x xL x Q x L x L xx

xL x Q x L x L

x

x x x
x

x x xx x
x

x
x x x

           
        



         
                



 


3 3 0 3
2 2 2 2

4 4 0

2

3 2 4 2 3
2

2 3 2

4 2 3 5 3 4 2

3 2 4 2 32 2 2

2( ) ( ) ( ) ; ( )

( 4);

2 1 4 2 3 det( ) 4;
1 3 2

3 1

2

2( ) ( 2 5 5 4 2
2

) ( )
4 2 321

xL x Q x L

x

x x x x x x x x
x x x x x

x x x x x x x x x
x x x x x

x L

x x

xx

xL x Q x L x x

           

  

      
  

      
    

              
2

5 3 4 2 6 4

4
2

5 5 0 5
2 5 3

2
4 2 3 5 3 4 2

6 4 2 5 3

5

2 2 2 2

6 6 0
2 2 2

; ( )

2( ) ( ) ( ) ; ( )2

( ) (

det( ) ( 4);

4 3 3 1 6 9 2 5 5 det( ) 4;
3 1 2 5 5 4 2

5 6 1 4) ( ) 3

x

x x x x x x x x x x x x
x x x x x x x x x

x x

L x

xL x Q x L x L xx

L x Q x L x x x x
x

x

 

          
  


  

                  

    


 
7 5 3 6 4 2

2
3 4 2 22 4 3

6
6 5

2 7 14 7 6 9 2 det( ) ( 4)
4 3 3 1 6 9 2 5 5

; ( ) .2
xx L xx x x x x x x

x x x x x x xx x x x
            

  
         

(29) 

Позаяк поліноміальні ( )n
mL x -матриці Люка можна 

використовувати для реалізації операцій шифрування 
даних, то аналогічні оберненні матриці також потрібні 
для організації операцій їх розшифрування. Інтуїтивно 

зрозуміло, що ці так звані поліноміальні ( )n
mL x -матриці 

Люка мають бути оберненими до матриць шифрування 
даних, які прийнято називати поліноміальними оберне-

ними ( )n
mL x -матрицями Люка. Подібно до поліноміаль-

них 2( )nL x -матриць Люка 2-го порядку, відповідні полі-

номіальні обернені 2 ( )nL x -матриці Люка 2-го порядку 
мають мати також загальний вигляд. Наприклад, якщо 
поліноміальна матриця Люка 1-го степеня має такий 

вигляд 
21

2
2( ) 2

x x
x

L x     
 , то відповідна обернена матри-

ця матиме такий вигляд 
22 2

1 1 2( 24
)L x x

x xx
      

. Тоді 

усі матричні вирази (29) легко можна поширити на за-
гальний випадок подання поліноміальних обернених 

2 ( )nL x -матриць Люка, внаслідок чого отримаємо: 
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Оскільки матричний вираз 2 22 2( ) ( )n nL x L x I
  , де 2 2I   

– одинична матриця 2-го порядку, можна виконати для 
будь-якого значення n, то в нашому випадку для n=3 і 
m = 2 отримаємо: 

3 3
2 22 2

32

4 2 3 2 2
3 2 4 23

2 2

2 3
4 2 3 4

( ) ( )

4
3

1 0 .0 12 3 4 2

4 4

L x L
x x x

x x x x x x

x

x x x x x x

x x

I

x




  
    
    

  
 
              
  



 

(31)  

5. Механізм утворення n
mL -матриць Люка n-го 

степеня та m=3 порядку. Продемонструємо механізм 

утворення поліноміальних 3
nL -матриць Люка від 1-го до 

6-го степеня розміром 3×3. З наведеного набору ма-

тричних виразів (32) видно, що елементами 3
nL -матриці 

Люка n-го степеня є відповідні поліноми (n+1)-го степе-
ня, тому її й називають поліноміальною матрицею. 

З функції визначника [43] та набору матричних 
виразів (32) очевидно, що вони матимуть такий вигляд: 

1 3 1
33det( ( )) ( 1) (6 16 34) ( 1) ( )n n n n nL x x x x x K x       . 

В нашому випадку для n = 1 і 2 отримаємо 
відповідні визначники такого вигляду (33). 

Для поліноміальних 3( )nL x -матриць Люка 3-го поряд-

ку відповідні поліноміальні обернені 3 ( )nL x -матриці 
Люка 3-го порядку матимуть також загальний вигляд. 
Матричні вирази (32) можна поширити на загальний 
випадок подання поліноміальних обернених матриць 
Люка, внаслідок чого отримаємо матричні вирази (34). 

Для обчислення поліноміальних обернених матриць 
було використано відповідні математичні методи, один 
із яких метод Монтанте (англ. Montante Method) [39]. 
Це метод лінійної алгебри для розв'язання системи лі-
нійних рівнянь, знаходження обернених матриць та 
визначників. Його головна особливість – працює, вико-
ристовуючи винятково цілочисельну арифметику для 
цілочисельних матриць, що дає змогу отримувати точні 
результати в комп'ютерних реалізаціях. 

Покажемо, що матричний вираз 3 33 3( ) ( )n nL x L x I
  , 

де 3 3I   – одинична матриця 3-го порядку, можна вико-
нати для будь-якого значення n, наприклад n=1, 2 і 3, 
внаслідок чого отримаємо такі матричні вирази (35). 
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6. Механізм утворення n
mL -матриць Люка n-го 

степеня та m=4 порядку. Продемонструємо механізм 

утворення поліноміальних 4
nL -матриць Люка від 1-го до 

7-го степеня розміром 4×4. З наведеного набору матрич-

них виразів (36) видно, що елементами 4
nL -матриці Лю-

ка n-го степеня є відповідні поліноми (n+1)-го степеня. 
З функції визначника [43] та набору матричних ви-

разів (36) очевидно, що вони матимуть такий вигляд: 
1 2

4

1

2

2
4

484 301det( ( )) ( 1) ( )

( 1) ( )

15

.

265 5n n n

n n

x x xL x x

x K x





  







 
 

В нашому випадку для n = 1 і 2 отримаємо відповід-
ні визначники такого вигляду (37). 

Для обчислення відповідних визначників було вико-
ристано математичні методи, один із яких метод елімі-
нації Гауса (англ. Gaussian Elimination) [39]. Це алго-
ритм розв'язування систем лінійних алгебраїчних рів-
нянь, під яким розуміють деяку послідовність операцій, 
що виконують над відповідною матрицею коефіцієнтів, 
для приведення її до трикутного вигляду, з наступним 
вираженням базисних змінних через небазисні. Його ви-
користовують для обчислення визначника матриці, а 
також для обернення невиродженої квадратної матриці.
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(37) 

Для поліноміальних 4( )nL x -матриць Люка 4-го поряд-

ку відповідні поліноміальні обернені 4 ( )nL x -матриці 
Люка 4-го порядку матимуть загальний вигляд. Тому 
матричні вирази (36) можна легко поширити на загаль-
ний випадок подання поліноміальних обернених мат-

риць Люка, внаслідок чого отримаємо такий набір мате-
матичних виразів (38). 

Зрозуміло, матричний вираз 4 44 4( ) ( )n nL x L x I
  , де 

4 4I   – одинична матриця m=4-го порядку, можна вико-
нати для будь-якого значення n, наприклад, для  n = 1, 
внаслідок чого отримаємо такі матричні вирази: 
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 (39) 

Отже, розроблено метод генерування поліноміаль-

них ( )n
mL x -матриць Люка n-го степеня та m-го порядку, 

а також їх обернених матриць, елементами яких є полі-
номи Люка n-го степеня. Оскільки поліноміальні мат-
риці Люка можна використовувати для реалізації опера-
ції шифрування даних, то аналогічні поліноміальні 

оберненні ( )n
mL x -матриці також потрібні для процесу 

розшифрування даних, генерування яких має мати за-
гальний вигляд. Розроблено ПЗ, яке дає змогу генерува-

ти поліноміальні матриці ( )n
mL x -Люка n-го степеня та 

m-го поряду, а також їхні обернені поліноміальні мат-
риці аналогічного степеня та поряду. 

Під час розроблення ПЗ автори дослідження зіткну-
лися з декількома проблемами чисто математичного ха-
рактеру. Справа в тому, що навіть під час генерування 

поліноміальних ( )n
mL x -матриць Люка n = 6-го степеня та 

m=2-го порядку отримуємо поліноми Люка 7-го степе-
ня, утворені внаслідок множення рядка на стовпець, де 
знаходяться поліноми Люка дещо нижчих степенів. Для 
їх правильного подання доводиться спочатку перемно-
жувати відповідні поліноми Люка нижчих степенів, по-
тім отриманий результат треба додати і спростити. Ін-
ша проблема, це обчислення визначників матриць, по-
чинаючи з 4-го та вищих порядків, де доводиться вико-
ристовувати спеціальні математичні методи, наприклад 
метод Монтанте (алгоритм Барейса) (англ. Montante 
method – Bareiss algorithm), метод елімінації Гауса 
(англ. Gaussian elimination) чи формулу Лейбніца (англ. 
Leibniz formula). 

Наступна математична проблема, це обчислення 
оберненої матриці, для вирішення якої також доводить-
ся використовувати відповідні математичні методи, такі 

як метод Монтанте (алгоритм Барейса), метод еліміна-
ції Гауса-Джордана (англ. Gauss-Jordan elimination) та 
за допомогою ад'югованої матриці (англ. Adjugate mat-
rix). Всі ці методи та алгоритми детально описано в ме-
режі Інтернет, тому в цьому дослідженні не будемо на 
них зосереджувати увагу. І остання проблема – уваж-
ність запису відповідних матриць, елементами яких є 
поліноми Люка, насамперед тих, які стосуються вищих 
порядків і степенів їх піднесення. Адже запис не того 
степеню змінної, коефіцієнта при ній чи його знаку – 
подальша робота даремна. 

5. Матричний метод шифрування даних поліно-
мами Люка. Далі наведено особливості реалізації мат-
ричного методу шифрування даних поліномами Люка. 
Передбачимо, що ця процедура практично нічим не від-
різнятиметься від матричного методу шифрування да-
них поліномами Фібоначчі [13, 20, 22, 37]. Щоб вико-
ристовувати цей метод, початкове повідомлення пода-
мо у вигляді квадратної M -матриці m-го порядку, яку 
називають матрицею повідомлення. Немає обмежень 
щодо такого подання (тобто, можна й у вигляді прямо-
кутної матриці), тому користувачеві залишається тільки 
визначати розташування елементів у матриці – рядками 
чи стовпцями. Наприклад, повідомлення "Поліномів" 
можна подати матрицею 3-го порядку, заповнюючи її 
поелементно рядками: 

3

207 238 235
179 237 238
236 179 226

M
П о л
і н о
м і в

   
    
     

. 

Після узгодження цілого числа x  0 і цілого числа n 

між відправником і одержувачем 3
3( )L x -матрицю шиф-

рування даних отримують з виразу (32). Потім цю мат-
рицю потрібно помножити справа на матрицю повідом-
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лення M , щоб отримати зашифроване повідомлення у 

вигляді матриці E . Наприклад, для m = 3 і n = 3 маємо 
2

2

2 2 2

2 2 2

1
33

3 1 6 3 207 238 235
179 237 2383 2 2 2
236 179 2261 2 3
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

 

Елементи матриці зашифрованого повідомлення E  
надсилають рядками в порядку e1, e2,..., e9 каналом зв'яз-
ку, за якими слідує окремо значення визначника полі-

номіальної 3
3( )L x -матриці Люка, а саме: 

2

4 221
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x
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
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
   .  

Припускаючи, що передана послідовність чисел от-
римана без помилок, тоді, шляхом множення оберненої 

1
3 ( )L x -матриці на матрицю зашифрованого повідомлен-

ня E , отримують початкову матрицю повідомлення: 
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З огляду на наведене вище, можна констатувати 
факт того, що запропоновано матричний метод шифру-
вання даних на підставі поліномів Люка n-го степеня 
над алфавітом {0, 1,..., 255}. Йдеться про те, що для ці-
лих чисел m  2, х  1 і n  1, а також використаної по-

ліноміальної ( )n
mL x -матриці Люка можна шифрувати 

блокові дані розміром m×m. Кожне таке вхідне блочне 

повідомлення є M -матрицею розміром m×m, яку мож-
на перетворити в зашифроване повідомлення, викорис-

товуючи такий матричний вираз ( )n
mE M L x  . Щоб 

розшифрувати це повідомлення, потрібно поліноміаль-

ну обернену ( )n
mL x -матрицю Люка помножити на за-

шифроване повідомлення з використанням такого мат-

ричного виразу ( )n
mM L x E  . 

Отже, показана можливість вирішення проблеми ге-
нерування послідовностей поліномів Люка n-го степе-
ня, які є основою шифрування потокових і блокових да-
них, що дає можливість здійснювати ефективний їх за-
хист. Наведено відомі способи подання поліномів Люка 
n-го степеня, а також запропоновано метод матричного 
їх подання та обернених еквівалентів, використання яких 
показано на конкретному прикладі шифрування даних. 

Розроблено метод генерування поліноміальних ( )n
mL x -

матриць Люка n-го степеня та m-го порядку, елемента-
ми яких є відповідні поліноми Люка, та їх обернених 
еквівалентів, особливість застосування яких показана 
на прикладі традиційного методу шифрування даних. 

Обговорення результатів дослідження. Числа Фі-
боначчі та Люка є популярною темою для математич-
ного збагачення дослідників і їхньої популяризації се-
ред них [48]. Водночас, різні послідовності поліномів 
під назвами поліномів Люка трапляються в науковій лі-
тературі хоча і давно, позаяк вони тісно пов'язані між 
собою, проте вони не так широко досліджені, як відпо-
відні послідовності чисел Люка. Зазначені поліноми 
з'являються в різних областях застосування, в тому чис-
лі й для шифрування даних, насамперед матричним ме-
тодом. У математиці поліноми Люка [30, 47] – це полі-
номіальна послідовність, яку можна розглядати як уза-
гальнення чисел Люка [2, 10, 16, 27, 45, 47]. 

У роботі [18] наведено тотожності Фібоначчі та Лю-
ка, отримані з матриць Тепліца–Гессенберга. Автори 
розглянули визначники для деяких сімейств матриць 
Тепліца–Гессенберга, що мають різні переклади чисел 
Фібоначчі та Люка для ненульових елементів. Формули 
цих визначників можна також переписати як тотожнос-
ті, що містять суми добутків чисел Фібоначчі та Люка, 
а також їхніх мультиноміальних коефіцієнтів. У дослі-
дженні наведено комбінаторні докази кількох визнач-
ників, які використовують знакозмінні інволюції та виз-
начення визначника як суми зі знаком над симетрич-
ною групою. Це призвело до загального узагальнення 
формул Фібоначчі та Люка в термінах так званих чисел 
Гібоначчі. 

У роботі [34] наведено особливості генерування p-
матриці Люка, попередньо вивчаючи p-числа Фібоначчі 
та Люка. Було введено p-матрицю Люка та супутні мат-
риці для сум p-чисел Фібоначчі та Люка, щоб отримати 
деякі їхні цікаві детерміновані тотожності. Водночас, у 
роботі [42] наведено узагальнену теорію шифрування 
даних з використанням p-чисел Люка. Якщо в роботі 
[34] тільки наведено p-матрицю Люка n

p pR Q , елемента-
ми якої є p-числа Люка, то в цій роботі розроблено но-
вий метод (роз)шифрування даних на підставі p-матри-
ці Люка n

p pR Q . Також автори встановили зв'язки між 
елементами матриці шифрування даних, з'ясували особ-
ливості виявлення та виправлення помилок у зашифро-
ваних повідомленнях. Під час обговорення результатів 
свого дослідження автори стверджують, що коригува-
льна здатність запропонованого ними методу для p=1 
становить 93,33 %, а для p=2 – 99,80 % і зростає зі 
збільшенням цього значення. 

У роботі [48] розроблено матрицю Фібоначчі, наве-
дено узагальнення формули Кассіні та нову теорію 
шифрування даних. Автори розглядали новий клас 
квадратних матриць розміром (p+1)×(p+1), елементами 
яких були p-числа Фібоначчі (p = 0, 1, 2, 3, …), а їхній 
визначник становить 1. Ця унікальна властивість мат-
риць Фібоначчі приводить до узагальнення формули 
Кассіні. Запропонований оригінальний метод (роз)шиф-
рування даних числами Фібоначчі випливає з аналогіч-
них матриць n-порядку. На відміну від класичних над-
лишкових кодів основною особливістю запропоновано-
го методу є те, що він дає змогу коригувати зашифровані 
елементи матриці, які теоретично можуть бути необме-
женими цілими числами. Для найпростішого випадку ко-
ригувальна здатність цього методу становить 93,33 %, 
що значно перевищує відомі коригувальні можливості 
інших методів. 

У роботі [14] розроблено новий метод шифрування 
даних на підставі поліномів Фібоначчі з високою швид-
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кістю їх генерування. Для цілих чисел m, n і x  1 мож-
на згенерувати квадратну 2 ( )n

mQ x -матрицю n-го степеня 
2m-го порядку, елементами якої є поліноми Фібоначчі, і 
відповідну обернену 2 ( )n

mQ x -матрицю для їх дешифру-
вання [25, 26, 28]. Також показано, що швидкість 
(роз)шифрування даних за допомогою цих матриць 
значно вища, ніж з оригінальними матрицями на під-
ставі звичайних чисел Фібоначчі. 

У роботі [41] наведено привабливі, як на перший 
погляд, показники надійності теорії шифрування даних 
поліномами Фібоначчі. Розроблено новий клас квадрат-
них ( )n

pmQ x -матриць n-го степеня та pm-го порядку для 

шифрування даних, де p  3, m  1, n  1, x  1, елемен-
тами яких є поліноми Фібоначчі. Запропонований ме-
тод дешифрування даних випливає з можливості отри-
мання відповідних обернених ( )n

pmQ x -матриць, визнач-

ник яких становить 1. При цьому спостерігалися як ве-
ликі швидкості виконання таких процедур, так і отри-
маних зашифрованих повідомлень, стійких до криптог-
рафічних атак [21, 27]. 

Проаналізовані вище роботи стосовно наявних під-
ходів до генерування поліномів Люка, а також особли-
востей їх використання для шифрування даних вказали 
на те, що навіть за останнє десятиліття виконано багато 
різноманітних досліджень, в кожному з яких тією чи ін-
шою мірою обґрунтовано різні підходи до генерування 
таких поліномів і доведено доцільність їх використання 
для шифрування даних. Водночас було з'ясовано, що як 
окрема процедура захисту потокових і блокових даних 
поліномами Люка у теорії та практиці криптографії 
трапляються вкрай рідко. Тому проведене нами дослі-
дження щодо ефективних методів генерування поліно-
мів Люка, а також встановлення певних особливості їх 
використання для шифрування потокових і блокових да-
них тільки як локального методу є актуальною пробле-
мою, яку було частково вирішено в цьому дослідженні. 

Отже, за результатами виконаної роботи можна сфор-
мулювати такі наукову новизну та практичну значу-
щість результатів дослідження. 

Наукова новизна отриманих результатів досліджен-
ня – розроблено метод генерування поліноміальних 
матриць Люка n-го степеня та їх обернених матриць, 
елементи яких, на відміну від елементів традиційних 
матриць Люка, є відповідні поліноми Люка n-го степе-
ня, які є основою шифрування блокових даних, що дає 
можливість здійснювати їх ефективний захист. 

Практична значущість результатів дослідження – 
запропонований метод матричного подання поліномів 
Люка n-го степеня та їх обернених еквівалентів можна 
використовувати для шифрування потокових даних, а 
розроблений метод генерування поліноміальних мат-
риць Люка n-го степеня, елементами яких є відповідні 
поліноми Люка, та їх обернених матриць, можна засто-
совувати в традиційному методі шифрування блокових 
даних, що загалом дасть можливість ефективно переда-
вати каналами зв'язку потокові та блокові повідомлення 
різної величини. 

Висновок / Conclusions 

Розроблено методи генерування послідовностей по-
ліномів Люка n-го степеня як основи шифрування пото-
кових і блокових даних, що дасть змогу ефективно пе-
редавати каналами зв'язку відповідні повідомлення різ-

ної величини. За результатами виконаного дослідження 
можна зробити такі основні висновки. 

1. Внаслідок проведеного аналізу наявних дослі-
джень та публікацій з'ясовано, що навіть за останнє де-
сятиліття надруковано значну кількість різноманітних 
публікацій, в кожній з яких тією чи іншою мірою 
обґрунтовано різні підходи до генерування поліномів 
Люка n-го степеня та доведено доцільність їх викорис-
тання для шифрування даних. Проте, більшість дослі-
джень стосується окремих процедур захисту потокових 
і блокових даних, що в теорії та практиці криптографії 
трапляються вкрай рідко. Виявлено основну складність 
проблеми генерування послідовностей поліномів Люка 
n-го степеня, які стануть основою шифрування потоко-
вих і блокових даних, що дасть можливість здійснюва-
ти ефективний їх захист. 

2. Наведено відомі способи подання чисел Фібонач-
чі та Люка, а також поліномів Люка, що мають багато 
корисних властивостей, використано тільки ті із них, 
які можна застосувати у традиційному методі шифру-
вання даних. Встановлено, що в послідовностях чисел 
Фібоначчі та Люка, де відношення двох послідовних до-
данків наближається до золотого перерізу, їхні члени фак-
тично є наближеннями цілих степенів золотого перерізу.  

3. Запропоновано метод матричного подання полі-
номів Люка та їх обернених еквівалентів, які можна зас-
тосувати у традиційному методі шифрування даних, на-
ведено конкретний приклад їх застосування. Для цього 
необхідно перемножити спеціальну матрицю n-го по-
рядку з відповідними коефіцієнтами на поліном n-го 
степеня, внаслідок чого отримаємо набір поліномів Лю-
ка Ln(x) відповідного степеня. Зазвичай, спеціальна мат-
риця є нижньою трикутною матрицею, всі елементи го-
ловної діагоналі якої є одиничними. 

4. Розроблено метод генерування поліноміальних 
матриць Люка n-го степеня та їх обернених матриць, 
елементами яких є поліноми Люка, які можна застосу-
вати у традиційному методі шифрування даних, наведе-
но конкретний приклад їх застосування. Оскільки полі-
номіальні матриці Люка можна використовувати для 
реалізації операції шифрування даних, то аналогічні по-
ліноміальні оберненні матриці також потрібні для про-
цесу розшифрування даних, генерування яких має мати 
загальний вигляд. Розроблено ПЗ, яке дає змогу генеру-
вати поліноміальні матриці Люка n-го степеня та m-го 
поряду, а також їхні обернені поліноміальні матриці 
аналогічного степеня та поряду. 

5. За результатами виконаного дослідження зробле-
но висновки та надано відповідні рекомендації щодо їх 
практичного використання як основи для шифрування 
потокових і блокових даних, що дасть змогу ефективно 
передавати каналами зв'язку відповідні повідомлення 
різної величини.  
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METHODS FOR GENERATING LUCAS POLYNOMIALS AND FEATURES 
OF THEIR USE FOR DATA ENCRYPTION 

Methods for generating sequences of Lucas polynomials of the nth degree as the basis for encrypting stream and block data have 
been developed, which makes it possible to effectively transmit corresponding messages of various sizes over communication chan-
nels. It has been found that a significant number of publications have been published over the past decade, each of which substanti-
ates different approaches to generating Lucas polynomials and proves the feasibility of their use for data encryption. However, most 
of the research concerns individual data protection procedures that are extremely rare in the theory and practice of cryptography. The 
main complexity of the problem of generating sequences of Lucas polynomials of the nth degree, which are the basis for encrypting 
stream and block data, has been established, which will make it possible to effectively protect them. Known ways of representing Fi-
bonacci and Lucas numbers, as well as Lucas polynomials, which can be used in the traditional method of data encryption, are given. 
It is established that in the sequences of Fibonacci and Lucas numbers, where the ratio of two consecutive terms approaches the gol-
den ratio, their terms are approximations of integer powers of the golden ratio. A method is proposed for matrix representation of Lu-
cas polynomials and their inverse counterparts for use in traditional data encryption. To do this, it is necessary to multiply a special 
matrix of the nth order with the corresponding coefficients by a polynomial of the nth degree, as a result of which we obtain a set of 
Lucas polynomials Ln(x) of the corresponding degree. Typically, a special matrix is a lower triangular matrix, all elements of the ma-
in diagonal of which are units. A method of generating Lucas polynomial matrices of the nth degree and their inverse matrices, the 
elements of which are Lucas polynomials, which can be used in the traditional method of data encryption, is developed. Since 
polynomial inverse matrices are used to decrypt data, their generation must have a general form. Software has been developed that al-
lows generating Lucas polynomial matrices of the nth degree and mth order, as well as their inverse polynomial matrices of the simi-
lar degree and order. Based on the results of the research, conclusions were drawn and appropriate recommendations were given re-
garding their practical use as a basis for encrypting stream and block data, which will allow for the effective transmission of cor-
responding messages of various sizes via communication channels. 

Keywords: Lucas numbers; recurrent sequence of polynomials; golden ratio; encryption of stream and block data; Lucas polyno-
mial matrix; inverse polynomial matrix. 


