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ДОСЛІДЖЕННЯ ЕФЕКТИВНОСТІ ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ФРАКТАЛЬНОЇ 
ІНТЕРПОЛЯЦІЇ БАРНСЛІ ДЛЯ ЧАСОВИХ РЯДІВ 

Проаналізовано ефективність застосування методу фрактальної інтерполяції Барнслі для фінансових часових рядів. Про-
демонстровано результати роботи класичних методів інтерполяції, враховуючи лінійний, ступінчасті, кусково-кубічний, ку-
бічної згортки, модифікований алгоритми кубічної інтерполяції Акіма та метод інтерполяції сплайнами. Виконано порівнян-

ня результатів роботи методу фрактальної інтерполяції Барнслі із результатами роботи класичних методів інтерполяції на 
прикладі часового ряду ціни Біткоїн. Часовий ряд – це дані курсів криптовалюти Біткоїн до долара США станом на кожну 
хвилину за період з 2015 по 2022 рр., тому часовий ряд є регулярним і налічує понад 3,5 млн вузлових точок. Для застосу-
вання методів вибрано деякий фрагмент часового ряду, після чого навмисно зменшено кількість вузлових точок, що надалі 
дало змогу порівняти отримані значення інтерпольованих точок з їх істинними значеннями. Обчислено відносні похибки 
розрахованих точок інтерполяції для оцінювання роботи методів. Зроблено висновки стосовно доцільності використання 
розглянутих методів для відновлення відсутніх значень цін криптовалюти Біткоїн та неповних даних фрактальних часових 
рядів загалом. Удосконалено алгоритм Барнслі у спосіб його поєднання з лінійним методом інтерполяції. Такий підхід дає 

змогу розрахувати значення для наперед визначених точок інтерполяції, водночас, зберігши високий рівень точності. Розра-
ховано значення найоптимальнішого коефіцієнта вертикального стиснення з використанням симплексного методу пошуку 
Лагаріаса, що дало змогу підібрати таку фрактальну інтерполяційну функцію, із застосуванням якої похибку результатів ін-
терполяції буде зведено до мінімуму. Встановлено, що метод Барнслі, на відміну від класичних методів, зберігає фракталь-
ну структуру і властивості інтерпольованого часового ряду та за умови оптимального підбору вільних параметрів, має 
найменшу похибку серед порівнюваних методів. Отримані результати можуть бути корисними для аналізу та прогнозування 
цін на фінансових ринках, а розглянуті методи можуть бути застосовані для інтерполяції даних і в інших галузях, таких як 
медицина, фізика, соціологія та інші. 
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Вступ / Introduction 

Алгоритми інтерполяції часових рядів дають змогу 

розрахувати значення, що містяться між заданими вуз-

ловими точками. Отже, ці алгоритми можуть бути ко-

рисними, коли потрібно отримати регулярний часовий 

ряд, маючи дані, що відповідають різним часовим про-
міжкам або коли потрібно збільшити частоту даних 

(наприклад, маючи дані станом на кожну годину отри-

мати дані станом на кожну хвилину). Також алгоритми 

інтерполяції корисні, коли часові ряди містять відсутні 

значення через помилки або проблеми, пов'язані зі збо-

ром даних [8]. Інтерполяцію можна використовувати 

для обчислення відсутніх значень на підставі доступних 

даних, що дає змогу отримати більш детальну та повну 

картину розвитку подій при їх аналізі. Часто аналіз да-

них можливий і без розрахунку відсутніх значень, про-

те існує ймовірність того, що зроблені висновки будуть 
неточними. Алгоритми інтерполяції вирішують цю 

проблему шляхом розрахунку точних або наближених 

значень для відсутніх елементів часового ряду. 

Одним з ключових завдань у розробленні методів 

інтерполяції часових рядів є зменшення похибки та 

збільшення точності. Одним з таких методів є метод 
фрактальної інтерполяції Барнслі, який базується на те-

орії фракталів та дає змогу відтворити складні структу-

ри, що складаються з багатьох маленьких деталей. Цей 

метод може бути особливо корисним для інтерполяції 

нестаціонарних часових рядів, де структура даних змі-

нюється в часі. 

Важливо зазначити, що криптовалюта Біткоїн, як і 

багато інших криптовалют, має досить високий ступінь 

волатильності, а передбачення її майбутніх цін є основ-

ним завданням для інвесторів та трейдерів. Тому мето-

ди інтерполяції часових рядів є важливим інструментом 
їх дослідження, оскільки вони можуть підвищити точ-

ність фінансового аналізу, що, водночас, дасть змогу 

прийняти кращі інвестиційні рішення та стратегії уп-

равління ризиками. 

Зважаючи на актуальність описаної проблематики, 

поставлено завдання дослідити ефективність застосу-

вання методу фрактальної інтерполяції Барнслі для фі-

нансових часових рядів. 

Об'єкт дослідження – застосування фрактальної ін-
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терполяції Барнслі для часових рядів. 

Предмет дослідження – методи і засоби встанов-

лення ефективності застосування фрактальної інтерпо-
ляції типу Барнслі для часового ряду, що представляє 

ціну криптовалюти Біткоїн за певний період часу. 

Мета роботи – розробити алгоритмічне та програм-

не забезпечення для визначення ефективності застосу-

вання методу фрактальної інтерполяції Барнслі для ча-

сових рядів. 

Для досягнення зазначеної мети визначено такі ос-

новні завдання дослідження: 
● зібрати дані щодо ціни криптовалюти Біткоїн; 
● модифікувати алгоритм фрактальної інтерполяції Барнслі 

для обчислення інтерпольованих значень у наперед заданих 
точках; 

● знайти оптимальне значення коефіцієнта вертикального 
стиснення; 

● здійснити програмну реалізацію порівнюваних методів ін-
терполяції для заданого часового ряду; 

● проаналізувати отримані результати інтерполяції. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. За ос-

танні роки методи інтерполяції стали предметом актив-

них досліджень і публікацій у науковій спільності. Ве-

лика кількість цих досліджень зосереджена саме на ін-

терполяції часових рядів. Одними з найцікавіших робіт, 

пов'язаних з темою інтерполяції часових рядів, є ті, у 

яких застосовують фрактальні методи. 

Детально ознайомитись із принципом роботи мето-
ду фрактальної інтерполяції типу Барнслі можна у його 

дослідженні [1]. Приклад практичного застосування ал-

горитму можна знайти у роботі [4], де його використа-

ли для аналізу цін акцій публічної компанії, також ав-

тор статті провів порівняння із лінійним методом інтер-

поляції. Для оптимального вибору функції інтерполяції 

у роботі [10] запропоновано використовувати змінний 

коефіцієнт вертикального стиснення замість постійного 

параметра. У публікації [6] пропонують новий підхід до 
фрактальної інтерполяції великих наборів даних, що 

викликає особливу зацікавленість. Оскільки фракталь-

ний метод застосовується уже давно, існує велика кіль-

кість його інтерпретацій і модифікацій [5], але разом з 

тим, корисно визначити наскільки ефективним є його 

застосування для часових рядів порівняно з класичними 

методами інтерполяції. 

Згадані дослідження та публікації свідчать про ак-

тивний інтерес до використання фрактальної інтерполя-

ції для аналізу та прогнозування часових рядів. Вони 

демонструють високу точність, здатність зберігати стру-

ктурні особливості ряду та є ефективними в різних за-
дачах. Аналізуючи останні наукові роботи, можна вста-

новити, що фрактальна інтерполяція має великий по-

тенціал у багатьох галузях, включаючи аналіз часових 

рядів [4], медичні дослідження [7] та оброблення зобра-

жень [2]. Дослідження у цій області продовжуються, 

що дає змогу покращувати методи інтерполяції та роз-

ширювати область їх застосування. 

Результати дослідження та їх обговорення / 
Research results and their discussion 

Для проведення досліджень використано дані ціни 

криптовалюти Біткоїн за останні 7 років. Для отриман-

ня цих даних взято значення ціни активу станом на 

кожну хвилину, що дало змогу сформувати часовий ряд 

з більше ніж 3,5 млн вузлових точок (рис. 1). Дані було 
отримано із загальнодоступного інтернет-джерела – 

https://www.cryptodatadownload.com. 

 
Рис. 1. Графік ціни криптовалюти Біткоїн / Bitcoin cryptocurrency price chart 

Для аналізу та обробляння зібраних даних викорис-

тано середовище MATLAB версії 9.8, яке дає змогу 

проводити різноманітні обчислення оперуючи велики-

ми об'ємами даних, що є необхідною умовою для реалі-

зації алгоритмів інтерполяції часових рядів. 
Метод фрактальної інтерполяції Барнслі – це потуж-

ний інструмент, який знайшов широке застосування в 

різних галузях, таких як медицина, економіка, біологія 

та інші [1, 5]. В основі роботи алгоритму закладено сис-

тему ітераційних функцій (формула 1), яка дає змогу 

побудувати детальнішу самоподібну структуру часово-

го ряду [1]: 

   2

0 1 2 3, : 0,1,2,..., , ... .i i NX F R i N X X X X X        (1) 

Точки   2,i iX F R  є точками інтерполяції. 

Алгоритм базується на чотирьох афінних перетво-

реннях, а саме: 
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У виразі (2) d є вільним параметром і представляє 

коефіцієнт вертикального стиснення, а b = 0. 

Алгоритм методу Барнслі передбачає відтворення 

цілого фракталу між всіма вузловими точками, тому, на 

відміну від інших методів інтерполяції, такий підхід не 

дає змоги отримати інтерпольовані значення у заданих 

точках X. Отже, з метою обчислення даних для задано-

го вектора Х, було удосконалено алгоритм Барнслі у 

спосіб його використання у поєднанні із лінійним мето-
дом інтерполяції, а саме: 

      1 0

0 0

1 0

( ) ( )
f x f x

f x f x x x
x x


  


. (3) 

Тобто отримані результати роботи алгоритму та за-

дані точки, для яких потрібно знайти шукані значення 

передаються як аргументи функції лінійної інтерполя-

ції, внаслідок чого отримуємо інтерпольовані значення 

ціни для заданого вектора часу Х. Про переваги поєд-

нання фрактальних методів інтерполяції із класичними 

методами йдеться у дослідженні [9]. 

Окрім цього, важливою особливістю у застосуванні 

алгоритму Барнслі є оптимальний вибір коефіцієнта 

вертикального стиснення (dn). Для досліджуваного ча-

сового ряду цей параметр обчислено за допомогою сим-

плекс-методу Лагаріаса для пошуку мінімуму заданої 

функції, що бере за основу алгоритм Нелдера-Міда [3]. 

Цей метод використано для пошуку такого значення ко-
ефіцієнта dn, за якого відхилення інтерпольованих зна-

чень від реальних вузлових точок буде мінімальним. 

Для визначення ефективності фрактального методу 

проведено порівняльний аналіз результатів з результа-

тами класичних методів інтерполяції, включаючи лі-

нійний, ступінчасті, кусково-кубічний, кубічної згор-

тки, модифікований алгоритм кубічної інтерполяції 

Акіма та метод інтерполяції сплайнами. Для перевірки 

роботи методів вибрано 11 елементів представленого 

часового ряду із кроком 10 та проведено його інтерпо-

ляцію різними методами (рис. 2). 

Аналізуючи результати роботи алгоритмів між довіль-
но-вибраними сусідніми вузловими точками (рис. 3) 

можна зауважити, що інтерпольовані дані методом Барн-

слі утворюють фрагмент часового ряду, який схожий за 

структурою до початкового, тобто доповнений часовий 

ряд є самоподібним, що підтверджує ефективність зас-

тосування алгоритму для фрактальних часових рядів. 

Щоб обчислити відносні похибки (формула 4) для 

кожної з інтерпольованих точок використовувалися їх 

початкові значення, які не були задіяні при роботі алго-

ритмів інтерполяції (рис. 4). 

 .

.

; 100%.іст

іст

x x
x




      (4) 

На рис. 4 виділено ступінчасті методи, інтерпольо-

вані значення яких мають найбільше відхилення. 

 
Рис. 2. Результат інтерполяції часового ряду різними методами / The result of time series interpolation by different methods 

 
Рис. 3. Фрагмент інтерпольованих даних між двома вузловими точками / Fragment of interpolated data between two nodes 
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Рис. 4. Графік зміни відносних похибок / Graph of changes in relative errors 

Обчисливши середні значення відносних похибок 

для кожного із методів (рис. 5), можна встановити, що 

метод фрактальної інтерполяції Барнслі показав най-

більш близькі до реальних значень результати. Що сто-

сується класичних методів інтерполяції, то деякі з них 
можуть давати високу точність і можуть застосовува-

тись для інтерполяції фрактальних часових рядів тільки 

у тих випадках, коли їх фрактальними властивостями 

можна знехтувати. Не рекомендовано обирати ступінчас-

ті методи для інтерполяції фрактальних часових рядів, 

оскільки вони мають найбільшу похибку обчислення. 

 
Рис. 5. Середні значення похибок методів інтерполяції / Avera-

ge errors of interpolation methods 

Обговорення результатів дослідження. У роботах 

[4, 8] також проведено дослідження ефективності мето-

ду фрактальної інтерполяції, проте результати порівню-
ються із меншою кількістю класичних методів, окрім 

того у роботах застосовано інші методи пошуку вільних 

параметрів, від яких залежить вибір оптимальної фрак-

тальної інтерполяційної функції. Клас ітераційних фун-

кцій, наведений у роботі [10], дає змогу побудувати 

фрактальну інтерполяційну функцію з більшою гнуч-

кістю, однак у роботі не передбачено можливості об-

числення наперед заданих точок інтерполяції. У дослі-

дженнях [6, 9] запропоновано нові схеми фрактальної 

інтерполяції, проте не висвітлено їх ефективності по-

рівняно з іншими методами. Результати, отримані у ро-

ботах [2, 7], хоч і демонструють високу ефективність 

застосування фрактального методу інтерполяції, проте 

процес обчислення оптимальних значень вільних пара-

метрів розкрито частково. У цьому дослідженні обчис-

лено проміжні значення елементів часового ряду, однак 

окрім подібного застосування, існує великий спектр за-
дач, для вирішення яких є необхідним застосування ме-

тодів інтерполяції. 

Отже, за результатами виконаної роботи можна сфор-

мулювати наукову новизну та практичну значущість ре-

зультатів дослідження. 
Наукова новизна отриманих результатів дослі-

дження – розроблено алгоритм відновлення пропуще-

них даних фрактальних часових рядів для заданих то-

чок інтерполяції із застосуванням методу Барнслі. 

Практична значущість результатів дослідження – 

можливість використання розробленого алгоритму для 

відновлення неповних даних ціни, представлених за 

певний період, та інших характеристик фінансових ак-

тивів (капіталізації, обсягу торгів) станом на заданий 

момент часу. 

Висновки / Conclusions 

Внаслідок виконання роботи розроблено алгорит-

мічне та ПЗ для визначення ефективності застосування 

методу фрактальної інтерполяції Барнслі для часових 

рядів. За результатами виконаного дослідження можна 

зробити такі основні висновки. 

1. Проведено порівняльний аналіз роботи фракталь-

ного методу інтерполяції Барнслі з класичними метода-

ми на прикладі часового ряду ціни криптовалюти Бітко-

їн. Розроблено алгоритм для відновлення неповних да-

них фрактальних часових рядів у заданих точках інтер-

поляції. Розраховано значення найоптимальнішого ко-
ефіцієнта вертикального стиснення з використанням 

симплексного методу пошуку Лагаріаса для вибору 

фрактальної інтерполяційної функції. Обчислено від-

носні похибки для інтерпольованих значень досліджу-

ваних методів. 

2. Встановлено, що алгоритм Барнслі, на відміну від 

класичних методів, зберігає фрактальну структуру ча-

сового ряду, а також має найменшу похибку серед дос-

ліджуваних методів. Інтерпольовані дані фрактальним 

методом Барнслі утворюють фрагмент часового ряду, 

що схожий за структурою до початкового, тобто допов-
нений часовий ряд є самоподібним. 
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3. Фрактальний метод Барнслі є ефективним для ін-

терполяції фінансових часових рядів і його можна вико-

ристати для вирішення практичних завдань. Отримані 
результати можуть бути корисними для науковців і 

практиків, які працюють у галузі аналізу часових рядів і 

потребують високоточної інтерполяції, а також для ін-

весторів та учасників біржової торгівлі різного роду ак-

тивами. 
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INVESTIGATION OF THE EFFECTIVENESS OF APPLYING THE BARNSLEY FRACTAL 
INTERPOLATION METHOD FOR TIME SERIES 

In this study, the effectiveness of applying the Barnsley fractal interpolation method for financial time series has been analyzed. 
Moreover, within the scope of this investigation, a demonstration and comparison of the results of classical interpolation methods ha-

ve been conducted, including linear, nearest neighbour, next neighbour, previous neighbour, piecewise cubic, cubic convolution, mo-
dified Akima cubic interpolation algorithm, and spline interpolation method. For example, the study tested the Barnsley fractal 
interpolation method against classical interpolation methods using the Bitcoin price time series as a case study. The Bitcoin price ti-
me series represents cryptocurrency exchange rates against the US dollar on a minute-by-minute basis from 2015 to 2022, compri-
sing over 3.5 million data points. To compare the accuracy of interpolated values with their true values, a specific segment of the ti-
me series is selected, and the number of data points is intentionally reduced. Consequently, the relative errors of the calculated 
interpolation points are evaluated to assess the performance of the methods. Based on the obtained results, conclusions were drawn 
regarding the feasibility of using the discussed methods for restoring missing cryptocurrency Bitcoin prices and incomplete fractal ti-

me series data in general. Barnsley algorithm is further enhanced by combining it with the linear interpolation method, enabling the 
calculation of predefined interpolation points while maintaining a high level of precision. Additionally, the optimal value of the verti-
cal compression coefficient was calculated using the Lagarias simplex search method to minimize errors in the interpolation results. 
Notably, Barnsley method, in contrast to classical methods, preserves the fractal structure and properties of the interpolated time seri-
es and, when free parameters are optimally selected, gives the lowest error among the compared methods. Consequently, the results 
obtained from this research can have practical implications for financial market analysis and forecasting. Furthermore, the discussed 
methods can find applications in other fields such as medicine, physics, sociology, etc., where data interpolation is required. 

Keywords: fractal; cryptocurrency; Bitcoin; simplex method; incomplete data; interpolation function. 


