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Соколовский Я.И., Мокрицкая О.В. Математическая модель вязко-
упругого деформирования капиллярно-пористых материалов 

В рамках механики гетерогенных сред синтезирована математическая модель нап-
ружено-деформирующего состояния древесины как трехфазной системы, которая состоит 
из твердой (древесного вещества), жидкой и паровоздушной фаз. Определяющие соотно-
шения дают возможность описывать упругие, вязкоупругие, остаточные деформации, а 
также деформации, предопределенные механизмом механико-сорбционной ползучести. 

Sokolovskyy Ya.I., Mokrytska O.V. Mathematical model of viscous-elas-
tic deformation of capillary-porous materials 

Within the framework of mechanics of heterogeneous environments the mathemati-
cal model of the stress-strained state of wood is synthesized as a three-phase system which 
consists of hard (arboreal matter), liquid and steam-aerial phases. Qualificatory correlati-
ons allow to describe resilient, viscous-elastic, residual deformations, and also deformati-
ons, predefined by the mechanism of mechanics-sioption creep. 
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МЕТОДИКА РОЗРОБЛЕННЯ МУЛЬТИВАРІАНТНИХ МОДЕЛЕЙ 
ДЛЯ СИСТЕМ ПІДТРИМКИ ПРИЙНЯТТЯ ОПТИМАЛЬНИХ  

РІШЕНЬ (СППОР) У МЕНЕДЖМЕНТІ 
Розглянуто методику розроблення мультиваріантних моделей для систем під-

тримки прийняття оптимальних рішень (СППОР) в менеджменті. Мультиваріантні 
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моделі призначені для швидкого автоматизованого способу підготовки прийняття 
оптимальних рішень в менеджменті організацій. 

Постановка проблеми. Впровадження методів економіко-математич-
ного моделювання у виробництво значною мірою гальмується недостатнім 
рівнем підготовки фахівців, значною трудоміскістю підготовки задач до 
розв'язку, відсутністю сучасних продуктивних технологій застосування еко-
номіко-математичного моделювання у виробничих умовах. Особливої акту-
альності проблема набуває в умовах швидкого зростання чисельності товаро-
виробників, які з об'єктивних причин відчувають дефіцит висококваліфікова-
них кадрів. Розв'язок цієї проблеми може реалізовуватись різними шляхами: 
розробкою достатньої кількості економіко-математичних моделей, об'єдна-
них у базу моделей, з якої шляхом сепарації вибирається найбільш адекватна, 
або автоматизацією процесу побудови матриць економіко-математичних мо-
делей за допомогою сучасних технологій. 

Аналіз попередніх досліджень і публікацій. Методичну базу для 
розробки складають економіко-математичні моделі оптимізації виробництва 
попереднього періоду, яким було приділено достатньо уваги таких вчених: 
Л.В. Канторович, І.Я. Бірман, С.С. Бір, М.Є. Браславець, З.С. Кадюк, 
Р.Г. Кравченко, С.І. Наконечний, С.С. Савіна [1-7]. 

Аналіз попередніх досліджень свідчить про орієнтацію методик роз-
робки економіко-математичних моделей ручним способом, що є доступним 
для висококваліфікованих кадрів. 

Метою розробки є опрацювання методики розробки мультиваріан-
тних економіко-математичних моделей, які за своєю суттю є базами моделей 
і описані механізми вибору потрібної моделі з бази, які можуть бути реалізо-
ваними в діалоговому режимі роботи програмних продуктів, чим створюють-
ся сприятливі умови для поширеного застосування методів математичного 
моделювання в практичній діяльності недостатньо підготовленими виконав-
цями. Поданий у дослідженні матеріал розробив автор і опубліковав у [8, 9]. 

Методичні підходи під час розроблення моделей в сучасних умовах 
потребують істотних змін, передусім зміни орієнтирів у підходах від однова-
ріантних до мультиваріантних моделей. Успішне вирішення цього питання 
дасть змогу перейти до поширеного використання методів економіко-матема-
тичного моделювання в теорії і практиці виробництва різних галузей. 

Виклад основного матеріалу з повним обґрунтуванням отриманих 
результатів. Суть методів побудови мультиваріантних моделей базується на 
таких міркуваннях. 

Шляхом вводу додаткової змінної (в нашому прикладі 1nX + ) з число-
вим значенням, рівним одиниці, що зафіксовується в додатковому обмежен-
ні, і вектора коефіцієнтів , 1i nA +  при ній, причому 
 , 1 , (1,2,.... )i n iA B i m+ = , (1) 
де iB  – вектор вільних членів матриці економіко-математичної моделі. 

Матриця економіко-математичної моделі набуде вигляду 
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Cистема (2) ілюструє метод трансформації вектора вільних членів Bi у 
вектор коефіцієнтів , 1i nA +  системи (2) шляхом вводу додаткової змінної 1nX +  і 
додаткового (m+1) обмеження, яке фіксує значення цієї змінної, що дорівнює 1. 

Вказаний метод може бути використаний під час об'єднання групи мо-
делей, які відрізняються між собою лише векторами вільних членів, в одну 
загальну модель (назвемо її мультиваріантною, або скорочено – мультимо-
деллю), яка шляхом внесення мінімальних змін може інтерпретувати кожну з 
об'єднаних моделей зокрема. 

Проілюструємо зазначене прикладом. Нехай для означеності існують 
К моделей, які відрізняються між собою лише векторами вільних членів. 
Шляхом вводу в матрицю коефіцієнтів К додаткових змінних і К додаткових 
обмежень цю групу моделей можна описати загальною мультимоделлю тако-
го вигляду: 
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Як видно з (3), у правій частині додаткового обмеження (m+1) стоїть 
1, а в обмеженнях (m+2)÷(m+k) стоять 0. При вказаній комбінації правих час-
тин, вибраною з мультимоделі, буде модель, яка описується вектором правих 
частин Ai, n+1. Це випливає з того, що значення додаткових змінних Xn+2 ÷ 
Xn+k дорівнюють нулю, а звідси добутки Ai, n+2Xn+2 ÷ Ai, n+kXn+k дорів-
нюють нулю. Отже, ця частина матриці не впливає на розв'язок задачі, описа-
ної вибраною частковою моделлю. 

Таким чином, для вибору довільної із К моделей, які об'єднані в муль-
тимодель (3), достатньо означити одиницею потрібний вільний член у групі 
додаткових обмежень (m+1 ÷ m+k), а інші вільні члени цієї групи повинні до-
рівнювати нулю. Вказані міркування можуть бути застосовними для одиноч-
ного обмеження, для групи обмежень і для кількох груп обмежень. 
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Зауважимо, що у вихідному стані в мультимоделі в правих частинах 
додаткових обмежень встановлені нульові числові значення, а вибір потріб-
ної часткової моделі відбувається в діалоговому режимі: після реалізації ді-
алогу автоматично встановлюються в одиничне значення потрібні вільні чле-
ни додаткових обмежень, чим забезпечується автоматичний вибір часткової 
моделі. Якщо кілька моделей відрізняються між собою лише функціоналом 
Z, то шляхом вводу додаткових змінних Yn+i за числом функціоналів (k) і до-
даткових обмежень типу 

 
1 1 1

0
k n k

ij j n i
i j i
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= = =

∑∑∑ . (4), 

ці моделі можуть бути об'єднаними в мультимодель, функціонал при цьому 
матиме вигляд 
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У початковий момент часу коефіцієнти Di при змінних Yn+i у функці-
оналі дорівнюють нулю (5). Для вибору потрібної моделі досить установити 
в одиничне значення коефіцієнт за вибраної змінної Yn+i у функціоналі (5), 
що можна реалізувати в діалоговому режимі. 

Метод маскування полягає в селекції змінних, які повинні бути вилу-
ченими з розгляду в частковій моделі шляхом вводу додаткових обмежень 
типу: 
 0, (1,2,... )kX k n= ∈∑ . (6) 
У (6) k означає індекси змінних, які повинні бути вилученими з розгляду. У 
мультимоделі масок типу (6) може бути багато. У початковий момент часу 
всі маски типу (6) мають вигляд типу (7): 
 0, (1,2,... )kX k n≥ ∈∑  (7) 

Після вибору потрібної маски в діалоговому режимі вона набуває виг-
ляду (6), чим забезпечується вилучення з розгляду відповідної групи змінних. 
Решта масок мають вигляд (7), що не порушує умов постановки задачі. 

Метод штрафних оцінок полягає в такому підході: у разі розв'язуван-
ня задачі на відшукання min функції Z всім Cj на початковий момент прис-
воюють числове значення М (М >> max Cj), чим забороняється ввід відповід-
ної змінної в оптимальний базис; у разі розв'язування задачі на відшукання 
max функції всім Cj на початковий момент присвоюються значення -М (Cj = -
М), чим забороняється ввід відповідних змінних в оптимальний базис. 

У роботі з системою в діалоговому режимі вводяться реальні числові 
значення оцінок Cj тих змінних, які за умовами задачі повинні належати до 
часткової моделі, для всіх інших змінних, крім додаткових, значення оцінок 
залишаться рівними М (під час розв'язування задачі на відшукання мінімуму 
функції) або числу -М (під час розв'язування задачі на відшукання максиму-
му функції). Таким чином забезпечується автоматична сепарація змінних, які 
не можуть увійти в оптимальний базис. 
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Поєднуючи описані методи, забезпечують мінімальні обсяги роботи 
оператора при постановці задачі і виборі часткової моделі в діалоговому ре-
жимі, що забезпечує велику інваріантність і стислі терміни підготовки задач 
до розв'язання. Наведемо вигляд мультимоделі, яка використовує додаткові 
змінні (Xn+1 ÷ Xn+k) і обмеження (m+1 ÷ m+k), маскування (обмеження 
m+k+1, m+k+2) (8). 

Нехай, для конкретності, часткова модель описується вектором віль-
них членів Аi, n+1, у моделі повинні бути вилученими з розгляду змінні Х1, 
Х3, Х5. Для вибору цієї задачі операторові достатньо виконати такі дії: 

● в обмеженні m+1 вільний член повинен бути рівним 1; 
● в обмеженні m+k+1 тип обмеження повинен бути зміненим на знак "="; 
● у функціоналі Z повинні бути введеними реальні значення для оцінок Сj. 
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Під час розроблення практичних мультимоделей методи вводу додат-
кових змінних і обмежень, маскування і штрафних оцінок можуть комбінува-
тись, забезпечуючи достатню інваріантність у нескладних механізмах вибору 
часткових моделей. 

Метод композиції моделі з фрагментів спеціальної структури ба-
зується на використанні засобів автоматизації моделювання у вигляді поста-
новника задач, за допомогою якого модель компонується з окремих фрагмен-
тів, які є частинами або інваріантами частин мультимоделі. Отже, мінімаль-
ним фрагментом може вважатись окремий елемент матриці розмірністю m на 
n елементів, а максимальне число фрагментів не перевищує добутку m на n. 
У разі групування елементів матриці за функціональними ознаками число 
фрагментів може бути значно зменшеним. 

У разі перенесення фрагментів у мультимодель елементи можуть 
трансформуватись за певним алгоритмом. Таким чином, може бути забезпе-
чене багатозначне використання фрагментів: як бази даних; як елементи 
мультизадачної моделі після трансформації елементів фрагменту. На практи-
ці, під час розроблення практичних моделей, спостерігається комбінація ме-
тодів побудови мультизадачних моделей. 

За допомогою постановника задач можуть бути реалізованими склад-
ніші механізми вибору часткових моделей з мультимоделі, зокрема вилучен-
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ня з розгляду окремих обмежень і груп обмежень, зміна значень окремих еле-
ментів, також із визначеним кроком в означених межах, що створює сприят-
ливі умови для дослідження поведінки моделі в динаміці. Можливим стає 
розроблення механізмів функціонування системи за програмою, зокрема 
вдосконалення моделі з метою отримання кращих результатів. 

Окрему увагу треба надати питанню захисту мультимоделей від неко-
ректної постановки задач. Така ситуація виникає в умовах дефіциту ресурсів 
для виконання програми. На практиці боротьба з такою ситуацією полягає в 
уточненні планів виробництва продукції, відшуканні помилок під час розроб-
лення моделі та реалізації задачі на технічних засобах. 

Простий захист моделі від некоректної постановки задачі полягає у 
вводі в модель додаткових змінних Wj, які відіграють роль фіктивних ресур-
сів, які входять у функціонал зі штрафними значеннями оцінок. В умовах 
розв'язування задачі без використання фіктивних ресурсів всі змінні, які оз-
начують обсяги фіктивних ресурсів, мають нульові значення 
 Wj = 0. (9) 

Якщо при розв'язку задачі виявиться, що не всі Wj мають нульові зна-
чення, то підсистема аналізу подає користувачеві повідомлення про цю по-
дію і рекомендацію про уточнення планів виробництва, обсягів ресурсів. Ре-
зультати розв'язку задачі до уваги не беруть. Таким чином забезпечується за-
хист моделей від некоректної постановки задач, а також ефективна дія під-
системи аналізу і виробітку дорадчих гіпотез. 

Для забезпечення роботи системи аналізу і виробітку дорадчих гіпотез 
у модель додатково вводяться додаткові змінні Uj, які забезпечують еконо-
мічний аналіз результатів розв'язку задачі. За своєю суттю ці змінні відобра-
жають розрахунок різноманітних показників за допомогою отриманих зна-
чень основних і додаткових змінних. У функціонал змінні Uj вводяться з 
нульовими оцінками. Основне значення цих змінних у тому, що вони дають 
змогу організувати ефективне порівняння різних варіантів розв'язку задачі за 
системою економічних показників і виконання такого порівняння може від-
буватись автоматично з вибором кращого варіанта. 

Для впровадження пропонуються моделі, які володіють ознаками 
мультиваріантності і можуть бути побудованими на основі системи одноварі-
антних моделей, з такими доповненнями: 

1. У модель вводиться певне число додаткових змінних Хj і додатко-
вих обмежень типу: 
 Хj = 0. (10) 

Вектори вільних членів Bi споріднених моделей перетворюються у 
вектори коефіцієнтів Aij при додаткових змінних Xj. У разі вибору потрібної 
моделі у діалоговому режимі у відповідному обмеженні змінна Хk озна-
чується числовим значенням рівним одиниці, інші додаткові змінні з цієї гру-
пи мають нульові числові значення. 

2. У мультимодель вводяться маскуючі обмеження типу (7) за потре-
бою, яка визначається умовами індивідуалізації. Після завершення діалогово-
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го вибору умов у потрібному обмеженні-масці міняється тип обмеження на 
знак рівності, тобто вибрана маска набуває вигляду (6). 

3. У модель за потребою вводиться потрібне число (r) обмежень-рів-
ностей, які підраховують значення додаткових змінних (Uj+k), що відобража-
ють різноманітні економічні показники 

 
1 1 1

0
r m n

ij j k
k i j

A X Uj−
= = =

+ =∑ ∑∑ . (11) 

У функціонал змінні Uj+k вводяться з нульовими оцінками. 
4. Для захисту моделей від некоректної постановки задач вводяться 

змінні (Wj), які включаються в обмеження балансів використання ресурсів і 
означають фіктивні ресурси з штрафними оцінками. 

Такі доповнення і зміни, внесені в модель, дають змогу оперативно 
трансформувати модель за потребою з вибором потрібного варіанту за міні-
мальних обсягів ручної роботи в діалоговому режимі роботи програмних 
продуктів. При цьому мультимодель забезпечує отримання достатнього чис-
ла варіантів для потреб розроблюваних систем управління. 

Висновки і перспективи подальших досліджень. З розглянутого ма-
теріалу можна зробити низку важливих висновків. Теорія мультиварінтних 
моделей творчо розвиває загальну теорію лінійного програмування у питан-
нях розроблення економіко-математичних моделей для систем оптимального 
планування і управління. 

Мультиваріантне моделювання відкриває нові перспективи розвитку 
методів математичного моделювання, сприятиме масовому впровадженню 
методів математичного моделювання у виробництво у вигляді інформаційних 
технологій, які забезпечать достатні рівні автоматизації моделювання і уп-
равління технологічними процесами, в яких моделювання використовується 
як засіб досягнення мети. 

За допомогою програмного забезпечення систем, ядром яких є муль-
тимодель, після реалізації діалогу з системою в модель вносяться мінімальні 
зміни, які дають змогу трансформувати модель у широкому діапазоні (вибір 
потрібної моделі з бази, виключення з розгляду одиночних і груп змінних, за-
хист від некоректної постановки задачі, вибір критерію оптимальності з-по-
між можливих, підрахунок системи економічних показників для роботи під-
системи аналізу). Ці властивості мультимоделі сприяють швидкій адаптації 
моделі до умов конкретної задачі, потребують внесення мінімальної кількості 
початкових даних, тобто повністю відповідають вимогам масового застосу-
вання в системах планування і управління, оскільки знижують до мінімуму 
можливість виникнення помилок і не вимагають високої кваліфікації від ви-
конавця. Основний тягар відповідальності за результати розв'язку перено-
ситься на розробника мультимоделі. 

Під час розроблення мультимоделі враховується, що вона є елементом 
системи управління, а тому передбачають цілеспрямоване використання ре-
зультатів розв'язку задачі в наступних технологічних операціях підготовки і 
вибору остаточного варіанта, для цього в мультимоделі виділяють окрему 
групу підрахунку економічних показників, числові значення яких отриму-
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ються разом з розв'язками задачі. Надалі в процесі передбачається порівняль-
ний аналіз результатів за різними варіантами розв'язків. Для проведення 
ефективного порівняльного аналізу потрібні мінімальні витрати часу, що 
сприяє використанню мультимоделей під час розроблення систем оператив-
ного управління, які працюють в режимі "сьогодні-на-сьогодні". 

Можливості мультимоделі розкриваються повністю за наявності меха-
нізмів управління трансформацією моделі. У сучасних умовах організації ро-
боти діалогових систем реалізація таких механізмів не викликає жодних 
труднощів, тому розроблення систем планування і управління можливе в ши-
рокому діапазоні застосування. Перші практичні моделі розроблені для пот-
реб систем управління кормовиробництвом сільськогосподарських підпри-
ємств. Запропонована структура моделей і підходи рекомендовано для вико-
ристання в інших галузях господарського комплексу. 

Мультиваріантні моделі відкривають нові перспективи розвитку мето-
дів математичного моделювання, сприятимуть масовому впровадженню ме-
тодів математичного моделювання у виробництво у вигляді інформаційних 
технологій, які забезпечать достатні рівні автоматизації моделювання і уп-
равління технологічними процесами, в яких моделювання використовується 
як засіб досягнення мети. 
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Досяк О.И. Методика разработки мультивариантних моделей для 
систем поддержки принятия оптимальных решений (СППОР) в мене-
джменте 

Рассмотрена методика разработки мультивариантних моделей для систем под-
держки принятия оптимальных решений (СППОР) в менеджменте. Мультивариан-
тни модели предназначены для быстрого автоматизированного способа подготовки 
принятия оптимальных решений в менеджменте организаций. 

Dosyak O.I. Methodology of development of multivariant models for 
the optimal decisions support systems (ODSS) in management 
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Given article is dedicated by the question of the methodology of development of 
multivariant models is considered for the systems of support of optimal decisions (ODSS) 
in a management. Multivariant models are the preparations of acceptance of optimal deci-
sions intended for the rapid automated method in the management of organizations. 
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ДОСЛІДЖЕННЯ ПОЛЯ ШВИДКОСТЕЙ ЗАПИЛЕНОГО 
ПОТОКУ ПОВІТРЯ В ТРУБОПРОВОДІ ДЕЦЕНТРАЛІЗОВАНОЇ  

АСПІРАЦІЙНОЇ СИСТЕМИ 
Побудовано повну систему рівнянь руху запиленого повітря в трубопроводі де-

централізованої аспіраційної з автономними вентиляторами. Отримано вирази для 
визначення поля швидкостей запиленого потоку повітря. Виконано числовий аналіз 
задачі. 

Значний вплив на роботу децентралізованої аспіраційної системи з ав-
тономними вентиляторами (ДАС з АВ) мають особливості руху пилоповітря-
ної суміші у трубопроводах. Трубопровід – це циліндрична труба круглого 
поперечного перерізу, а запилений потік повітря можна змоделювати в'язкою 
рідиною (газом). 

Виберемо систему координат таким чином, щоб вісь z  була спрямова-
на вздовж осі труби. Позначимо через Aпоперечний переріз труби площиною 
xy і через L контур, що обмежує A  (рис. 1). Отже, L  – коло радіуса R  із цен-
тром у початку системи координат. Дослідимо рух повітря в трубі, припус-
тивши, що лінії течії – прямі, які є паралельними до осі z , тобто іншими сло-
вами, із трьох компонент вектора швидкості ( , , )V u w

r
υ  

0,u = 0,=υ 0w ≠ . 
Припустимо, в першому наближенні, що розглядається ізотермічний 

процес, тобто температура Т сonst= . 

 
Рис. 1. До дослідження руху запиленого повітря у трубопроводі 

Повна система рівнянь руху в'язкої рідини (газу) [1] складається із рів-
нянь нерозривності 
 0divV =

r
  (1) 

і рівнянь Нав'є-Стокса: 


