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5. ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ 
ГАЛУЗІ 

УДК 539.3 Проф. М.М. Стадник, д-р техн. наук – НЛТУ України, м. Львів 

ВПЛИВ ТИПУ НАВАНТАЖЕННЯ НА КОЕФІЦІЄНТ 
ІНТЕНСИВНОСТІ НАПРУЖЕНЬ ДЛЯ ТІЛА 

З ЕЛІПТИЧНОЮ ТРІЩИНОЮ 
Отримано нову теоретичну залежність для обчислення коефіцієнта інтенсив-

ності напружень KI в тілі з еліптичною тріщиною при складному навантаженні. 
Встановлено величини зусиль, за яких в околі контура тріщини наступає локальне 
руйнування. 

Prof. M.M. Stadnyk – NUFWT of Ukraine, L'viv 
The influence of type of loading on the coefficient of intensity 

of stress for body with elliptic crack 
The new theoretical formula of calculation for KI in the body with elliptic crack un-

der complicated loading has been proposed. The value of force for start of local fracture in 
the place around of contour of crack has been obtained. 

Розглянемо тривимірне пружне тіло, у якому міститься еліптична трі-
щина. Систему декартових координат Oxyz  виберемо так, щоби її початок 

знаходився у центрі еліпса 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = . На безмежності до тіла прикладені рів-

номірно-розподілені зусилля 1 2, ,q q p , кожне з яких паралельне відповідно до 
осей Ox , Oy , Oz . Користуючись силовим критерієм IcK , треба встановити 
граничне значення зусиль 1 2, ,q q p∗ ∗ ∗ . 

Для розв'язку сформульованої задачі розглянемо спочатку більш за-
гальну задачу теорії пружності. Вважатимемо, що у тілі замість тріщини роз-

міщено еліпсоїдальну порожнину, обмежену поверхнею 
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = , 

,c a b<< . Така задача зводиться [1] до розв'язання системи інтегро-диференці-
альних рівнянь: 
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відносно стрибків зміщень [ ]zu ∗  та дотичних напружень [ ]zxσ ∗ , zyσ
∗    берегів 

0z = ±  еліптичної S  тріщини 
2 2

2 2 1x y
a b

+ ≤ , на яких діють навантаження, знесені 

з поверхонь 
2 2

2 21 x yz h c
a b

= ± = ± − −  еліпсоїдальної порожнини. Тут G  – мо-

дуль зсуву матеріалу, 1 1d µ= − ; 2 1d µ= + ; 3 1 2d µ= − , µ  – коефіцієнт Пуассо-

на; ( ) ( )2 2R x yξ η= − + − ; 
2 2

2 2x y
∂ ∂

∆ = +
∂ ∂

; 0
z z zu u u= − , 0

zx zx zxσ σ σ= − , 

0
zy zy zyσ σ σ= −  – збурене поле зміщень і напружень, викликане наявністю у ті-

лі порожнини; 0
zu , 0

zxσ , 0
zyσ  – поле зміщень і напружень в однорідному тілі. 

Розв'язавши систему рівнянь (1), матимемо 
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Розв'язок (2) забезпечує відсутність стрибків напружень на поверхні 
еліпсоїдальної порожнини, тобто 

[ ] [ ] 0 0zx zx zxσ σ σ∗ ∗
 = + =  ; 0 0zy zy zyσ σ σ

∗ ∗
 = + =         . 

Перейшовши до локальної системи прямокутних координат 1O ntz  
 cos sin cosx a t nϕ θ θ= − + , sin cos siny b t nϕ θ θ= − + , z z=  (3) 

де: ϕ  – кут, що визначає параметричні координати точок еліпса 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = , 

θ  – кут між додатними напрямами осей 1O x  і нормалі до контура 1O n , на ос-
нові [2], (2), (3) одержуємо асимптотичні подання 
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( ) 2 2 2 2sin cosf a bϕ ϕ ϕ= + . 
Використовуючи залежності (4) і результат [2], матимемо співвідно-

шення 
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для визначення концентрації напружень на контурі ( )0n =  еліпсоїдальної по-
рожнини. 

Вважатимемо тепер, що замість еліпсоїдальної порожнини у тілі роз-
міщена еліптична тріщина. Введемо позначення 

0 1 2c c c= + , (6) 
де 12c  – початкове (до навантаження тіла) розкриття поверхонь еліптичної 
тріщини при 0x = , 0y = , яке для "ідеальної" тріщини рівне нулю, тобто 

1 0c = , однак в експериментальних дослідженнях, взагалі кажучи, 1 0c ≠ , ос-
кільки 1c  залежить від технології утворення тріщини у дослідному зразку; 

22c  – величина нормальних переміщень берегів тріщини при 0x = , 0y = , яка 
обчислюється (чи вимірюється) за умови, що на тіло діють лише зусилля p , 
напруження 1 2 0q q= = . 

Якщо деформування тіла з "ідеальною" тріщиною відбувається в ме-
жах пружної деформації при дії зусиль p , то згідно з поданням (2), вона при-
ймає форму еліпсоїдальної порожнини 
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Для знаходження коефіцієнта інтенсивності напружень (КІН) ( )1
IK  ско-

ристаємося залежністю [1] 
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де ρ  – радіус кривини у вершині порожнини; ( ) ( )2
0 0 /c f abρ ϕ= ; zzσ  – концен-

трація напружень (5) на контурі еліпсоїдальної порожнини з півосями 0, ,a b c . 
Якщо 1 0c = , то згідно з (7) 
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Підстановка співвідношення (5) (при 0c c= ) у залежність (8) дає по-
дання 
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яке показує, що зусилля 1q  і 2q , які діють паралельно до площини тріщини, 
впливають на величину ( )1

IK , що хоч і опосередковано, відзначено в роботах 
[3, 4]. Частковий випадок подання (10) при 1 2 0q q= =  одержано в роботі [5]. 
Якщо у співвідношенні (10) покласти, що a→∞ , ( )1 2q q pµ= + , то отримаємо 

відоме [6] значення ( )1
IK  для пластини з тріщиною довжини 2b , яка наванта-

жена зусиллями p  і 2q , тобто 

 ( )1 0 2

2I
c qK b p
b

π  = − 
 

. (11) 

Треба сказати, що при одержанні формули (10) для ( )1
IK  вважається, 

що зусилля p  діють на тіло з еліптичною тріщиною (півосі , ,0a b ), а зусилля 
1 2,q q  – на тіло з еліпсоїдальною порожниною (півосі 0, ,a b c ), яка утворилася в 
результаті дії навантаження p . 

Аналіз формул (10) показує, що ( )1
IK  приймає екстремальні значення у 

точках ( )0, ,0b±  або ( ),0,0a± , залежно від величин 1q , 2q , /a b . 
Якщо граничний стан наступає в точках ( )0, ,0b± , тобто при / 2ϕ π= ± , 

то на основі (10) та критерію Ірвіна [7], матимемо подання 
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з якого встановлюємо критичні навантаження ( )1p∗ , 1q ∗ , 2q ∗ . Тут 0 1 2c c c∗ ∗ ∗= + ; 

1 1
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∗
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; 2c ∗  обчислюється згідно з виразом (7) при ( )1p p∗= ; ( )1
I cK  – 

критичне значення КІН за тривісного навантаження. Оскільки вираз (12) зв'я-
зує три залежні величини ( )1p∗ , 1q ∗ , 2q ∗ , то двом із них, зокрема, 1q ∗ , 2q ∗  на-
дається довільного допустимого значення, а третя ( )1p∗  визначається із (12). 

У випадку одновісного розтягу тіла зусиллями 1p p= , 1 2 0q q= = , із 
(12) маємо 
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де I cK  – критичне значення КІН за одновісного розтягу. 

Природно виникає питання чи величини ( )1
I cK  і I cK  рівні між собою. 

Для пластини з лінійною тріщиною довжини 2b  при двовісному розтязі ек-
спериментальні дослідження [3, 4] показали, що ( )1

I cI cK K≠ . Однак, за відсут-

ності в літературі формули (11), автори робіт [3, 4] для обчислення ( )1
I cK  ко-

ристувались формулою IK p bπ= , яка не враховує впливу зусиль 2q , що, 
звичайно, вплинуло на отриманий ними результат. 

Якщо граничний стан настає в точках ( ),0,0a± , тобто при 0;ϕ π= , то 

для визначення ( )
1

2p
∗

, 1q ∗ , 2q ∗  матимемо 
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 (14) 

Тут 2c ∗  – визначається із виразу (7) при ( )2p p∗= . 

Із рівностей (12), (14) визначаємо критичне зусилля ( ) ( ){ }1 2min ,p p p∗ ∗ ∗=  

при заданих значеннях 1q ∗ , 2q ∗ . 
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КРУТИЛЬНІ КОЛИВАННЯ В ТРАНСМІСІЯХ 
ПОВНОПРИВІДНИХ МАШИН З РЕАКТИВНИМИ КОНТУРАМИ 

Наведено динамічну схему трансмісії повнопривідного автомобіля з реактив-
ними контурами та визначено частоти її власних крутильних коливань. Отримані ма-


