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Висновки. Запропонований нами Логістичний центр "Сигнівка" дасть 
можливість: 

● створити промислово складський комплекс; 
● мінімізувати транспортні затрати з усіх напрямків; 
● раціонально використати земельну ділянку промислової зони; 
● забезпечити соціально-економічне зростання міста. 
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УДК 534.111 Здобувач Х.І. Ліщинська; доц. А.П. Сеник,  
канд. фіз.-мат. наук – НУ "Львівська політехніка" 

ПЕРІОДИЧНІ ATEB-ФУНКЦІЇ І МЕТОД ВАН-ДЕР-ПОЛЯ 
У ДОСЛІДЖЕННІ ОДНОЧАСТОТНИХ КОЛИВАНЬ 
ДВОВИМІРНИХ НЕЛІНІЙНО ПРУЖНИХ СИСТЕМ 

З використанням періодичних Ateb-функцій, методів Ван-дер-Поля та усеред-
нення розроблено методику дослідження коливних процесів у багатовимірних (двови-
мірних) нелінійно пружних системах. Отримано математичні залежності, які визнача-
ють вплив різної природи нелінійних сил на основні параметри динамічного процесу. 

Competitor K.I. Lishchynska; assoc. prof. A.P. Senyk – NU "L'vivs'ka Politekhnika" 
Periodic Ateb-functions and Van-der-Pole method in research of single-

frequency oscillations of two-dimensional nonlinearly elastic systems 
With use of periodic Ateb-functions, methods of Van-der-Pole and averages it is de-

veloped a technique of research of oscillatory processes in many-dimensional (two-dimen-
sional) nonlinearly elastic systems. It is received mathematical dependences which define 
agency of the different nature of nonlinear forces on key parameters of dynamic process. 

Актуальність і постановка задачі. Аналітичні методи дослідження 
коливних процесів у квазілінійних системах із зосередженими масами і роз-
поділеними параметрами розроблені у достатній мірі для теоретичних і прак-
тичних цілей. Особливо ефективними методами їх використання є методи, в 
основі яких лежить теорія збурень [1, 2], зокрема асимптотичні методи нелі-
нійної механіки [3-5]. Проблема значно ускладнюється у випадку, коли нелі-
нійно-пружні характеристики систем мають чітко виражений нелінійних ха-
рактер. Для таких систем тільки в окремих випадках вдається аналітично 
описати процес, а значить дослідити вплив тих чи інших сил (параметрів) на 
коливання. Зокрема, для систем зі степеневою нелінійністю або близьких до 
них на основі використання періодичних Ateb-функцій [6-7], вдалось узагаль-
нити асимптотичні методи КБМ на випадок одночастотних коливань у систе-
мах із зосередженими масами [8-10] та одновимірних систем із розподілени-
ми параметрами [11-14]. Метою цієї роботи є узагальнення вказаних аналі-
тичних методів на більш складні системи, а саме, багатовимірні (двовимірні) 
системи із розподіленими параметрами, нелінійно-пружні характеристики 
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яких можна апроксимувати близькою до степеневої залежністю. Таким чи-
ном, предметом дослідження цієї роботи є коливні процеси у системах, які 
описуються диференціальним рівнянням 

 ( ) ( ) ( )2 2 , , , , ,tt x xx y yy t x xx y yyu u u u u f u u u u u uννα β ε− − = . (1) 

Це рівняння охоплює коливні процеси широкого спектра двовимірних 
середовищ із розподіленими параметрами, зокрема, коливання стрічки транс-
портерів, пластини і т. д., і в ньому ( , , )u t x y  – відхилення перерізу середовища 
з координатами ,x y  у довільний момент часу t; , , ,α β ν ε  – сталі, до того ж 

2 11
2 1

n
m

ν +
+ =

+
 ( , 0,1, 2, ...m n = ); ε  – малий параметр; ( ), , , , ,t x xx y yyf u u u u u u  – 

відома аналітична функція, яка, зрештою, описує: відхилення нелінійно 
пружних характеристик системи від степеневого закону; різної природи сили 
опору; дисипативні сили й ін. Параметр ε  у правій частині вказує на малу ве-
личину найбільшого значення цих сил порівняно із найбільшим значенням 
відновлювальної сили – ( )2max x xxu uνα ( )max , , , , ,t x xx y yyf u u u u u uε<< , і 

( )2max y yyu uνβ << ( )max , , , , ,t x xx y yyf u u u u u uε . 
Методика розв'язування. Для визначення впливу нелінійних сил на 

коливний процес систем, які описуються рівнянням (1), перейдемо до побу-
дови його розв'язку. Відповідно до методів збурень [1, 2], розглянемо спочат-
ку його незбурену ( 0ε = ) модель, тобто рівняння 

 ( ) ( )2 2 0tt x xx y yyu u u u uννα β− − = . (2) 

Легко переконатись, що для побудови розв'язку рівняння (2) можна 
використати метод відокремлення змінних [15], відповідно до якого функцію 

( , , )u t x y  будемо шукати у вигляді 
 ( ) ( ) ( ), , ,u t x y T t V x y= .  (3) 

Тоді функції ( )T t  і ( ),V x y  визначаються диференціальними рівняннями 

 ( ) ( )( ) 1
0T t T t

ν
λ

+
+ =&& ,  (4) 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2, , , , , 0x xx y yyV x y V x y V x y V x y V x y
ν ν

α β λ+ + = ,  (5) 

де λ  – невідомий параметр, що буде визначено нижче. 
Лінійно незалежні розв'язки рівнянь (4) і (5) виражаються через періо-

дичні Ateb-функції у вигляді [16] 

 ( )
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21,1, ,
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21,1,
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ca T t
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sa T t
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  
+   +        =  

  +   +      
  

  (6) 
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    + +    + +     

  (7) 

де 0 0, , ,T V λ δ  – сталі. 
Для визначення λ  і δ  вважатимемо, що у сфері зміни незалежних лі-

нійних змінних ,x y  поміщається ціле число півхвиль. Тому із властивостей 
періодичних Ateb-функцій випливає 

 ( )
( ) ( )
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2 11, ,
2 1

b y k y
V
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ν ν

ν λ
δ δ

α δ β ν

+

+

 +   + = Π +     + +   
  (8) 
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 +   + = + Π     + +   
  (9) 

де , 1,2,...k m = ; 11 1 1 11,
1 2 2 2

ν νπ
ν ν ν

−+ +     Π = Γ Γ +     + + +     
 – півперіод Ateb-фун-

кцій, які описують процес зміни хвилі вздовж і впоперек середовища. Спів-
відношення (8) і (9) визначають параметри λ  і δ  у вигляді 

 mb
kc

δ = ,  (10) 
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+   = Π  ++   
.  (11) 

Підставляючи (10) і (11) в (6) і (7), із (3) отримаємо множину одночас-
тотних розв'язків рівняння (2) (за вказаних вище припущень) у вигляді 
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    Π +     + + + +      =   
+ +        Π +    + +    

,(12) 

де a  і ϕ  сталі ( 0 0a T V= ), а ( )km aω  визначається залежністю 

 ( ) ( ) ( )
( )

22 22 2
2

2
11,

1km
kc mb ka a

bkc

νν ν ν

ν
α β

ω
ν

++ +

+
+   = Π  +  

.  (13) 



Національний лісотехнічний університет України 

Збірник науково-технічних праць 278

Примітки: 
1. Нижче, для простоти, за розв'язок незбуреного рівняння будемо ви-

бирати 

 ( ) ( )( ) ( )1 1, , 1,1, 1, , 1,
1 1ku t x y aca a t sa k x yν ω ϕ δ

ν ν
  = + + ⋅ Π +  + +  

,  (14) 

в якому a  і ϕ  сталі; 
2. Для компактності запису, індекс k , який вказує на форму коливань, 

опускатимемо. 
Маючи множину одночастотних розв'язків незбуреного рівняння, роз-

глянемо збурений його аналог (1). Існують різні підходи знаходження 
розв'язків вказаного типу рівнянь. Нижче зупинимось на підході, який побу-
дований на узагальненні методу Ван-дер-Поля [16] для так званих коротких 
систем, тобто систем, для яких довжина основної хвилі є співрозмірною із ге-
ометричними розмірами середовища. Тоді, як трактує метод Ван-дер-Поля, 
співвідношення (14) можна вважати і розв'язком збуреного рівняння (1), тіль-
ки для останнього випадку параметри a  і ϕ  будуть вже функціями часу. З 
врахуванням вказаного, для випадку збуреного рівняння маємо: 

 
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1 1, 1,1, 1, , 1,
1 1

2 1 11, 1, 1, , 1, .
2 1 1

tu x y aca sa k x y

a a sa sa k x y

ν ψ δ
ν ν

ω ϕ ν ψ δ
ν ν ν

  = + ⋅ Π + −  + +  
  − + ⋅ + ⋅ Π +  + + +  

&

&

  (15) 

Приймаючи до уваги, що для випадку незбуреного рівняння 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1, 1, 1, 1, , 1,
2 1 1t

au x y a sa sa k x yω ν ψ δ
ν ν ν

  = − ⋅ + ⋅ Π +  + + +  
. (16) 

відповідно до методу Ван-дер-Поля, із (15) і (16) отримуємо перше диферен-
ціальне рівняння, яке зв'язує невідомі змінні ( )a t&  і ( )tϕ&  

 
( ) ( )
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  − ⋅ + ⋅ Π + =  + + +  

&

&

  (17) 

Наступним диференціюванням (16) отримуємо: 

 
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )1

2 1 11, , 1,
2 1 1

1, 1, 1,1, .

ttu sa k x y

da a sa a a a ca
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δ
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  = − Π + ×  + + +  
  × + + − + ⋅ +  

  
&&

  (18) 

Підставляючи (10) в (1), з урахуванням того, що 
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  × Π + +  + +  

   (19) 

отримуємо друге диференціальне рівняння, яке зв'язує невідомі параметри a&  і 
ϕ&  вигляду 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
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2 1, 1, 1,1,
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1 1 2,1, 1, , , , ,
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  + Π + = −  + +  

&&

  (20) 

де ( )* , , ,f a x yψ  відповідає значенню функції ( ), , , , ,t x xx y yyf u u u u u u  за умови, 
що u  і її похідні визначаються відповідно до формул (14), (16), (19). 

Система диференціальних рівнянь (17), (20) визначає закони зміни 
( )a t  і ( )tϕ  залежностями 
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∫ ∫ ∫
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&

 
Висновки 
Таким чином, розроблена методика дає змогу оцінити вплив фізико-

механічних характеристик середовища на АФХ його коливань. Вона показує, 
що вже для незбуреного випадку період (частота) його коливань істотно зале-
жить від амплітуди, а викладені у статті результати можуть бути узагальнені 
на випадок неавтономних систем, а як частковий випадок при 0ν =  (за де-
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яких обмежень щодо середовища) отримуємо відомі результати [4], які стосу-
ються коливань квазілінійних двовимірних середовищ. 
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ПРИНЦИПИ ФОРМУВАННЯ ІНТЕЛЕКТУАЛЬНОЇ 
ТРАНСПОРТНОЇ СИСТЕМИ 

Запропоновано принципи формування інтелектуальної транспортної системи 
для великих міст. Зокрема, наведено приклад для міста Львова. 

 Assoc. prof. R.V. Zinko; O.M. Makoveychuk1 – NU "L'vivs'ka Politekhnika" 
Principle of creating of Intelligent Transportation Systems 

There is the Principle of creating of Intelligent Transportation Systems for a big city. 
Also the example for the Lviv city is represented. 
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