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Коректувальні пристрої дають змогу виміряти температуру газового 
потоку за проміжок часу набагато менший, ніж стала часу приймача темпера-
тури. Тому схеми приймачів температури з коректуючими пристроями часто 
використовують при необхідності короткочасних вимірювань високих темпе-
ратур потоку, що перевищують допустимі для приймачів. 

Висновки. У роботі розглянуто методи вимірювання швидкозмінних 
температур газових потоків шляхом введення поправок у покази інерційних 
приймачів температури та описано методику проведення таких вимірювань. 
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ РОСТУ ПОВЕРХНЕВОЇ 
ПІВЕЛІПТИЧНОЇ ТРІЩИНИ У ПРУЖНОПЛАСТИЧНОМУ 

ТІЛІ ПРИ ЦИКЛІЧНОМУ НАВАНТАЖЕННІ 
Робота присвячена проблемам оцінки ресурсу елементів конструкцій, підданих 

дії циклічного навантаження на стадії росту поверхневої тріщини. Основу матема-
тичної моделі становить диференціальне рівняння в частинних похідних для дослі-
дження кінетики втомних тріщин у тривимірному пружнопластичному тілі в умовах 
малоциклової і багатоциклової втоми. У цьому рівнянні основним параметром, що 
відповідає за ріст втомної тріщини є ефективний розмах розкриття її вершини. Зап-
ропонована в роботі математична модель дає змогу ефективного розрахунку елемен-
тів конструкцій з урахуванням наявності поверхневої півеліптичної тріщини. 

Ключові слова: втомна тріщина, залишкова довговічність, циклічне наванта-
ження, ефективний розмах розкриття вершини тріщини. 
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The mathematical model growth of surface semi-elliptical crack 

in elastoplastic body under cyclic loading 
The work is devoted the problems of assessing the life time of structural elements at 

the stage of surface cracks propagation under cyclic loading. The mathematical model is ba-
sed on a partial differential equation to determine the kinetics of fatigue cracks in a three-di-
mensionаl elastoplatic body under high-cycle or low-cycle fatigue. In this equation, the basic 
parameter, responsible for crack growth rate, is the effective crack tip opening displacement 
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range. The proposed mathematical model in this work gives possibility of effective calculati-
on the life time of structural elements with account of fatigue surface semi-elliptical crack. 

Keywords: fatigue crack, residual life time, cyclic loading, effective crack tip 
opening displacement range 

Оцінка міцності та ресурсу роботи елементів конструкцій досить час-
то базується на методах лінійної механіки руйнування, в основу якої покла-
дена концепція коефіцієнтів інтенсивності напружень (КІН), за допомогою 
яких можна визначати напруження і деформації в малому околі вершини трі-
щини. Оскільки елементи відповідальних конструкцій працюють під високи-
ми рівнями циклічних напружень, то для їх виготовлення використовують 
сталі низької та середньої міцності ( Тσ  = 200…1300 МПа), руйнування яких 
супроводжується значними пластичними деформаціями. А відтак, застосу-
вання лінійної механіки руйнування, результати якої синтезовані у багатьох 
роботах і довідникових посібниках, є не досить коректним для визначення 
напружено-деформованого стану і розрахунку залишкового ресурсу в таких 
випадках. 

У процесі виготовлення або експлуатації елементів конструкцій у них 
можуть виникати тріщиноподібні дефекти. Ці дефекти під дією циклічного 
навантаження розвиваються і через деякий час стають критичними, що приз-
водить до руйнування конструкції. Тому розрахунок ресурсу елементів 
конструкцій на основі вивчення процесу поширення в них втомних тріщин із 
застосуванням підходів нелінійної механіки руйнування, зокрема узагальне-
ної кδ -моделі [1], є актуальною науково-технічною проблемою. Вирішенню 
проблеми щодо побудови відповідної математичної моделі для встановлення 
ресурсу  елементів конструкцій на стадії розвитку втомних поверхневих 
неавтомодельних тріщин присвячена дана робота. 

 
а б в 

Рис. 1. Втомна поверхнева півеліптична тріщина в тривимірному тілі (а), 
схематичне зображення діаграм росту втомної тріщини в осях max~V δ  (б), 

 і ~ efV δ∆  (в) 

Для дослідження росту втомної тріщини, зокрема поверхневої півеліп-
тичної тріщини (рис. 1, а) у пружно-пластичному тілі під циклічним наванта-
женням ( )p t , в роботі запропоновано диференціальне рівняння в частинних 
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похідних, отримане на основі відомих у літературі результатів [2], в якому 
швидкість росту тріщини V  є однозначною функцією максимального роз-
криття її вершини maxmax |р рδ δ ==  на стадії навантаження (рис. 1, б) для заданої 
асиметрії min max/R p p= . Максимальне розкриття вершини тріщини визна-
чаємо аналітично на основі результатів [3]. 

 
1/ 22

02
11 ( , , , )r r V A m

N r
∂ ∂ λ λ
∂ ∂α

−
  + =  

   
, 0 0( , )| ( )Nr N rα α= = ,  (1) 

де: 
( )

1

0
0

0

( )1( , , , ) 1
( )( )

m RR
V A m

RA R
λ

λ λ
λ λ

−

   = − −   
, max1

fc

δλ
δ

= − , 0 1 th

fc

δλ
δ

= − ; N  – 

кількість циклів; ,A m  – константи матеріалу, які визначаються на основі да-
них експерименту і є різними (рис. 1 б) для кожної асиметрії циклічного на-
вантаження; thδ  – константа матеріалу для заданої асиметрії навантаження, 
порогове значення розкриття вершини втомної тріщини, нижче якого вона не 
росте; fcδ  – константа матеріалу, критичне значення розкриття вершини втом-
ної тріщини, інваріант відносно асиметрії навантаження. 

Для того, щоб більш адекватно описати процеси пластичного дефор-
мування, що відбуваються у вершині фізичної тріщини під час дії на тіло 
циклічного навантаження, перейдемо у диференціальному рівнянні (1) від ко-
ординат max~V δ  до координат ~ efV δ∆ за формулою 

 max 2
1 / 2

ef

U
δδ ∆

= , (2) 

де: max minefδ δ δ∆ = −  – розмах розкриття вершини тріщини з урахуванням 
пластичних витяжок, що формуються на її берегах, внаслідок виникнення за-
лишкових деформацій при проходженні через пластичну зону; minmin |р рδ δ ==  
на стадії розвантаження; 1U  – відома в літературі функція, що знаходиться 
шляхом розв'язання відповідних граничних задач теорії тріщин або з експе-
рименту і є функцією асиметрії для автомодельної тріщини та асиметрії і рів-
ня зовнішнього навантаження для неавтомодельної тріщини. 

Використовуючи формули (1) і (2), маємо: 
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Тут швидкість росту тріщини є однозначною функцією ефективного 
розмаху розкриття її вершини efδ∆ ( *( )thef ef Rδ δ δ∆ ≤ ∆ < ∆ ) і не залежить від 
асиметрії навантаження на першій і другій ділянках діаграми втомного 
руйнування (рис. 1 в), 2

0/(2 )thef thefK Eδ σ∆ = ∆  – константа матеріалу, інваріант 
відносно асиметрії навантаження, порогове значення ефективного розмаху 
розкриття вершини втомної тріщини, нижче якого тріщина не росте, 
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* 2
1( ) / 2fcR Uδ δ∆ = , константи 1 1,A m  є інваріантними відносно асиметрії наван-

таження і тому для їх визначення достатньо побудувати лише одну діаграму 
втомного руйнування. 

У частковому випадку, для дослідження росту втомної тріщини за ма-
лоциклової втоми, формулу (3) можна замінити наближено еквівалентною 
формулою 
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де 0 0,C n  – константи матеріалу інваріантні відносно асиметрії навантаження. 
Для визначення параметра ефективного розмаху розкриття вершини 

тріщини efδ∆ , який входить у диференціальні рівняння (3) і (4), розглянемо 
зміну напружено-деформованого стану в її вершині протягом одного циклу 
навантаження (рис. 2 а). 

 
а б в 

Рис. 2. Залежність величини розкриття вершини тріщини minδ  від напруження 
( )p t  за один цикл навантаження (a), зміна відносного розмаху розкриття 

вершини тріщини залежно від асиметрії навантаження (б), зміна переміщення 
( )u ξ  берегів модельного розрізу і розмірів циклічної пластичної зони за наявності 

пластичних витяжок на берегах втомної тріщини (в) 

Тоді, зберігаючи структуру формули для визначення мінімального 
розкриття вершини ідеальної тріщини 

 2
min max

11 (1 )
2

Rδ δ = − − 
 

, (5) 

яка запропонована в роботі (J.R. Rice) і припускаючи, що зі зміною напружень 
min opp p p≤ ≤  minδ  залишається сталим як на стадії розвантаження 

( max max min,р р p p p p= − ∆ ∆ = − ), так і довантаження ( minр р p= + ∆ ), у формулі 
(5), у виразі для асиметрії замість minp  ставимо величину opp , тоді отримаємо: 

 
2
1
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Тут 1 max1 /opU p p= − , ,pf pl l  – відповідно, статична і циклічна плас-
тичні зони. У випадку відомої з літератури функції 

2 3
1( ) 1 (0,45 0,2 0,25 0,1 )U R R R R= − + + + , 

встановленої теоретично для 0R ≥ , отримане за формулою (6) відносне зна-
чення efδ∆  (рис. 2 б, крива 2) добре узгоджуються з експериментальним [4], 
а максимальна відносна похибка при 0R =  не перевищує 10% . На основі ре-
зультатів, поданих на (рис. 2 б) можна вказати межі застосовності формули 
(6) для визначення efδ∆ , якщо 1( ) 1U R R= −  (ідеальна тріщина, крива 1). Во-
на прийнятна для автомодельної тріщини при 0,7R ≥  і для неавтомодельної 
(рис. 2 б, штрихова лінія) – при max 0/ 0,8p σ ≥ ( 0σ  – усереднене значення нап-
ружень, задане на берегах модельної тріщини, згідно з узагальненою кδ -мо-
деллю). Визначати efδ∆ можна також за формулою (7) через величину цик-
лічної пластичної зони. Як випливає з формули (7), завдяки наявності плас-
тичних витяжок на берегах втомної тріщини зменшуються розміри циклічної 
пластичної зони а відповідно, і ефективний розмах розкриття вершини трі-
щини efδ∆ . На рис. 2 у показано, що для автомодельної тріщини при 0R =  
частина пластичної області, яка циклується з урахуванням наявності пластич-
них витяжок товщиною minresh u=  на берегах тріщини, становить 0,12 від 
всієї пластичної області. Без урахування пластичних витяжок зона циклічно-
го пластичного деформування значно збільшується і становить 0,25 – відо-
мий у літературі результат [5]. При цьому величина efδ∆  зменшується на 
20 % порівняно з ідеальною тріщиною. 

Диференціальне рівняння в частинних похідних (3) використаємо для 
опису кінетики втомної поверхневої півеліптичної тріщини, віднесеної до по-
лярної системи координат Orα  у площині тривимірного тіла (рис. 1 а). За 
припущення, що півеліптична тріщина у процесі свого розвитку від початко-
вого розміру до критичного залишається півеліптичною[6], тоді її радіус-век-
тор ( , )r Nα  визначається за формулою 

 
2 2 2 2
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a N c Nr N
a N c N

α
α α

=
+

, 0 α π≤ ≤ .  (8) 

Очевидно, для встановлення розмірів контуру поверхневої півеліптич-
ної тріщини під циклічним навантаженням достатньо знати розвиток її півосей 

( )a N  і ( )c N . Для їх знаходження диференціальне рівняння в частинних похід-
них (3) запишемо у двох точках контуру тріщини ( / 2α π= , і 0α = ). Врахову-

ючи те, що ( / 2, ) ; (0, )r N a r N cπ = = , 
/ 2 0

0r r

α π α

∂ ∂
∂α ∂α= =

   = =   
   

, отримаємо: 
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де (1)
/ 2|efef α πδ δ =∆ = ∆ , (2)

0|efef αδ δ =∆ = ∆ , 0 0,a c −  відповідно мала і велика півосі 
початкової поверхневої півеліптичної тріщини. 

Якщо швидкість росту втомної тріщини описується диференціальними 
рівняннями (1) або (3), то для обчислення констант матеріалу ,A m  ( 1 1,A m ) за 
допомогою методу найменших квадратів отримаємо такі формули: 
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iV δ  – координати експериментальних то-

чок відповідно швидкості росту тріщини і максимального розкриття верши-
ни; 1n  – кількість точок експерименту; 0 1 /th fcλ δ δ= −  – визначено експери-
ментально. 

Таким чином, задача дослідження кінетики розвитку втомної повер-
хневої півеліптичної тріщини зводиться до розв'язування системи звичайних 
диференціальних рівнянь відносно невідомих функцій ( )a N  і ( )c N . Після 
знаходження розв'язку цих рівнянь форма і розміри тріщини у довільний мо-
мент часу /t N ν=  (ν  – частота циклічного навантаження) визначаються за-
лежністю (8). 

Для визначення довговічності тіла *N N=  і критичних розмірів тріщи-
ни * *( , )r r N α=  використовуємо критерій критичного розкриття її вершини. 
Вважаємо, що тіло з поверхневою півеліптичною тріщиною під циклічним на-
вантаженням зруйнується, якщо для кожної асиметрії R  виконується умова 

{ } *
/ 2 0max , ( )ef ef Rα π αδ δ δ= =∆ ∆ = ∆ . 

Таким чином запропонована в роботі математична модель розвитку 
втомної поверхневої півеліптичної тріщини дає змогу ефективно і з дос-
татньою для практики точністю, розраховувати ресурс відповідальних еле-
ментів конструкцій. Отримані при цьому результати можуть бути використа-
ні для відбраковки елементів конструкцій, а також встановлення часу їх про-
філактичного огляду у процесі експлуатації. 
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