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ДИНАМІЧНІ ПРОЦЕСИ У СИЛЬНО НЕЛІНІЙНИХ 
ДВОВИМІРНИХ СИСТЕМАХ І ATEB-ФУНКЦІЇ В ЇХ 

ДОСЛІДЖЕННІ 
Розроблено методику дослідження коливних процесів сильно нелінійних двови-

мірних систем обмежених розмірів. Вперше використано періодичні Ateb-функції при 
побудові одночастотних розв'язків рівнянь з частинними похідними, що описують ди-
намічний процес вказаних систем. Це дало можливість отримати залежність частоти 
від геометричних розмірів, фізико-механічних параметрів і амплітуди коливань. 

Prof. B.I. Sokil, Kh.I. Lishchyns'ka – NU "L'vivs'ka politehnica" 
Dynamic processes in strongly nonlinear bivariate systems 

and Ateb-functions in their research 
It is developed a technique of research of oscillatory processes of strongly nonlinear bi-

variate systems of restricted sizes. For the first time it is used periodic functions at construction 
of single-frequency solutions of the equations with partial derivatives which describe dynamic 
process of the indicated systems. It has enabled to receive association of frequency on geomet-
rical sizes, physicomechanical parameters and amplitudes of oscillations. 

Актуальність і постановка задачі. Реально існуючі у коливних сис-
темах із багатьма ступенями вільності та розподіленими параметрами сили 
опору, в'язко-пружні та іншої природи сили приводять до швидкого заникан-
ня коливань із вищими частотами та встановлення у них динамічного проце-
су із частотою, яка близька до частоти зовнішнього періодичного збурення 
(за наявності такого) або першої основної частоти частотного спектру систе-
ми. Такі задачі для випадку, коли нелінійні характеристики системи прийма-
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ють максимальні значення, які є малими порівняно з лінійними відновлюваль-
ними силами, розглядались як для систем із зосередженими масами, так і роз-
поділеними параметрами (див., наприклад [1-5]). Проблема значно усклад-
нюється у випадку, коли пружні характеристики системи мають чітко вира-
жений нелінійний характер. Деякі найпростіші моделі таких систем із зосере-
дженими масами і одновимірних із розподіленими параметрами були предме-
том досліджень робіт [6-10] і ін. У цій статті проведено спробу узагальнити 
деякі найпростіші результати робіт [8, 9] на випадок багатовимірних систем 
(точніше кажучи – двовимірних) за умови, що пружні властивості їх матері-
алу мають чітко виражений степеневий закон. 

Методика дослідження. Математичною моделлю коливань таких 
систем є диференціальне рівняння з частинними похідними 

 ( ) ( )2 2 0− − =tt x xx y yyu u u u uννα β ,  (1) 

0,≥t 0 ,≤ ≤x b 0 ,≤ ≤y c  в якому , , , ,b cα β ν  – сталі, причому 1ν + =  
( ) ( )2 1 2 1m n= + + , , 0,1,2,...=m n  

Легко переконатись, що для побудови розв'язку рівняння (1) можна 
використати метод відокремлення змінних, відповідно до якого функцію 
( ), ,u t x y  будемо шукати у вигляді 

 ( ) ( ) ( ), , ,=u t x y T t V x y ,  (2) 

де ( )T t  і ( ),V x y  – періодичні відповідно по t  і ,x y  функції. 
Підставляючи останнє у рівняння (1) для знаходження невідомих фун-

кцій ( )T t  і ( ),V x y  отримуємо диференціальні рівняння 
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де λ  – невідомий параметр, що буде визначений нижче. 
Лінійно незалежні розв'язки рівнянь (3) і (4) виражаються через пері-

одичні Ateb-функції [11, 12] у вигляді 
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де 0 0,T V  – сталі. 
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Перейдемо до визначення сталих λ  і δ . Для цього вважатимемо, що в 
області зміни незалежних лінійних змінних ,x y  поміщається ціле число пів-
хвиль. Тому із властивостей періодичних Ateb-функцій випливає 
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 – півперіод періодич-

них Ateb-функцій, які описують процес зміни хвилі по довжині і впоперек 
області. Співвідношення (7) і (8) визначають параметри λ  і δ  у вигляді 
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Підставляючи (9) і (10) в (5) і (6) із (2) отримаємо множину одночас-
тотних розв'язків рівняння (1) за вказаних вище припущень у вигляді 
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де a  і θ  сталі ( 0 0=a T V ), а ( )km aω  визначається залежністю 
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Як і варто було чекати, із останньої формули граничним переходом 
при 0→α  (чи 0→β ) маємо частоту коливань одновимірного середовища 
(див., наприклад, [8]). 

Нижче на рис. 1 представлено залежність частоти коливань від пара-
метрів a  і ν , і від параметрів ν  і α  – на рис. 2. 

Висновки. Із представлених залежностей випливає: 
а) зі зростанням параметру ν  (при фіксованому значенні амплітуди a ) час-
тота коливань спадає для малих значень амплітуди і зростає – для вели-
ких її значень; 

б) зі зростанням параметру a : для 1 0− < <ν  – частота коливань спадає; 
при 0>ν  – частота коливань зростає; 
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в) зі зростанням параметру α  (при фіксованих ν  і a ) частота коливань 
зростає, причому швидкість зростання найбільша при 1→−ν . 

г) зі зростанням параметру ν  (при фіксованих α  і a ) частота коливань спадає. 

Рис. 1  Рис. 2 
Необхідно зауважити, на основі викладеного та загальної ідеї асим-

птотичних методів КБМ можна отримати і результати, які стосуються дина-
мічних процесів систем близьких до розглядуваних. 
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