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для безперевантажувального транспортування вантажів та зі комбінованою у 
просторі трасою, підвищення продуктивності і надійності конвеєрів, широке 
застосування ЕВМ у проектуванні конвеєрів та автоматизація управління та-
кими машинами. 
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І АСИМПТОТИЧНИЙ МЕТОД В ЇХ ДОСЛІДЖЕННІ 

Запропоновано методику дослідження коливних процесів одновимірних систем, 
які характеризуються поздовжнім рухом. В її основу покладено узагальнення на один 
клас диференціальних рівнянь з частинними похідними методів Д'Аламбера та КБМ. 
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Дослідження коливних процесів в одно- чи багатовимірних середови-
щах, що рухаються вздовж деякої осі [1-3], зв'язане із значними математич-
ними труднощами, адже для побудови розв'язків диференціальних рівнянь, 
які описують вказані процеси, не вдається застосувати відомі класичні мето-
ди. Проблема значно ускладнюється, якщо пружні характеристики середови-
ща відмінні від лінійних. Деякі найпростіші моделі таких рухомих середо-
вищ, за припущення незначних швидкостей руху, розглядались, наприклад в 
[4,5]. Останнє значною мірою звужує класи розглядуваних прикладних задач. 
Тому дослідження динамічних процесів у рухомих середовищах за довільних 
(обмежених) швидкостей їх руху залишається актуальною задачею. Нижче, 
для диференціального рівняння, яке описує широкий спектр динамічних про-
цесів рухомих одновимірних середовищ, робиться спроба частково розв'язати 
вказану проблему. В основу проведених досліджень покладено: узагальнення 
методу Д'Аламбера на один клас крайових задач для рівняння гіперболічного 
типу [5], яке містить мішану похідну лінійної і часової змінних; принцип од-
ночастотності коливань у нелінійних системах з багатьма ступенями вільнос-
ті і розподіленими параметрами та асимптотичний метод Крилова-Боголюбо-
ва-Митропольського (КБМ) [6, 7]. 
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Відомо, що математичною моделлю поздовжніх коливань одновимір-
ного нелінійно пружного середовища, яке рухається вздовж своєї геометрич-
ної осі зі сталою швидкістю V , є диференціальне рівняння 
 ( )22 , , ,tt tx xx t x xxu Vu u f u u u uα ε+ − = .  (1) 

в якому: ( ),u x t  – переміщення перерізу середовища з координатою x  у до-

вільний момент часу t ; ( ), , ,t x xxf u u u u  – аналітична функція, яка описує не-
лінійну складову пружних сил середовища, в'язко-пружні сили та сили тертя; 
α  і ε  – сталі, до того ж ε  – малий параметр. Малий параметр у правій час-
тині рівняння (1) показує на малу величину нелінійних сил порівняно із лі-
нійною складовою відновлювальних сил. 

Для рівняння (1) будемо розглядати крайові умови вигляду 

 ( ) ( )0
, , 0

x x l
u x t u x t

= =
= = ,  (2) 

які узгоджуються з умовами відсутності переміщень середовища у двох фік-
сованих його точках. У [6] показано, що одночастотні розв'язки незбуреної 
крайової задачі (1), (2) мають вигляд 

 ( ) ( ) ( )( ), cos cos
2
au x t x t x tκ ω ϕ χ ω ϕ= + + − − − ,  (3) 

де: , ,χ κ ω  – сталі; a  – амплітудний параметр; ϕ  – фаза; 
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( 1, 2,..k = ). Сталі ,χ κ називатимемо хвильовими числами прямої і зворотної 
(відбитої) хвиль, ω  – частотою. Розвиваючи основну ідею асимптотичного 
методу КБМ, розв'язок збуреної крайової задачі (1), (2) у формі близькій до 
головної ( 1k = ) форми незбуреної задачі, будемо шукати у вигляді 

 ( ) ( ) ( )2
1 2, sin sin( ) , , , , ...,

2 2
u x t a x x U a x U a xκ χ χ κ ψ ε ψ ε ψ+ −

= − + + +   (4) 

де ( ), ,iU a x ψ  – невідомі періодичні по tψ ω ϕ= +  функції, що задовольня-
ють умовам, які випливають із (2), тобто 
 0( , , ) ( , , ) 0i ix x lU a x U a xψ ψ= == = , 1, 2,...i = .  (5) 

Наявність нелінійних сил у системі призводить до зміни форми коли-
вань (порівняно із лінійним її аналогом), а також зміни в часі і її амплітудно-
частотної характеристики. Тому, в асимптотичному представленні (4) пара-
метри a  і ϕ  для збуреного рівняння будуть вже змінними величинами. Неві-
домі закони їх зміни будемо задавати співвідношеннями 
 ( ) ( )2

1 2 ...,a A a A aε ε= + +& ( ) ( )2
1 2 ...B a B aϕ ε ε= + +& ,  (6) 

в яких праві частини визначаються так, щоб асимптотичне представлення (4), 
(6) з необхідним ступенем точності задовольняло вихідному рівнянню (1). Із 
другого рівняння співвідношень (6) також випливає 
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 ( ) ( )2
1 2 ...B a B aψ ω ε ε= + + +& .  (7) 

Шляхом диференціювання залежності (3), з врахуванням (6), (7), після 
нескладних перетворень, отримуємо лінійні диференціальні рівняння, які 
зв'язують невідомі функції ( ), ,iU a xψ ( ) ( ),i iA a B a  

2 2 2
2 2

2 2 22i i iU U U
x x

ω β α
ψψ

∂ ∂ ∂
+ − =

∂ ∂∂ ∂  

( ) ( ) ( ), , 2 sin cos sin
2 2 2 2i i if a x x A a x aB a xχ κ κ χ χ κ χ κψ ω β ψ ψ − +  − −      = + − − + − −             
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2 2 2 2ix A a x aB a xκ χ κ χ χ κ χ κβ ψ ψ

+ +  − −    − − − −         
, (8) 

де ( ), ,if a x ψ  – відомого вигляду періодичні по ψ  функції, зокрема 

( ) ( )1 sin sin( )
2 2

, , , , ,x t xx u a x x
f a x f u u u u κ χ χ κ

ψ
ψ + −

= −
= . Для однозначного визначення 

із (8) невідомих функцій ( )iA a  і ( )iB a  накладемо на ( , , )iU a x ψ  додаткові 
умови – умови відсутності в їх розкладах доданків, пропорційних головній 
частині та частинній її похідній по змінній ψ  у представленні (4), тобто до-

данків пропорційних sin sin( )
2 2

x xκ χ χ κ ψ+ −
−  і sin cos( )

2 2
x xκ χ χ κ ψ+ −

− . 

Це, разом з крайовими умовами (5), дає змогу у випадку неперервної двічі 
диференційованої по ,x ψ  функції ( , , )iU a x ψ , довести тотожності 
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∫ ∫   (9) 

З фізичних міркувань додаткові умови, накладені на функції ( , , )iU a x ψ , 
відповідають вибору за величину амплітуди хвильового процесу амплітуду го-
ловної її частини у представленні (4), тобто параметр a . Самі ж залежності (9) 
дають змогу визначити із (8) невідомі функції ( )iA a  та ( )iB a  у вигляді 

( ) ( )
2

0 0

, , sin cos( )
2 2

2

l

i iA a f a x x x dxd
l

πε κ χ χ κψ ψ ψ
χ κπ ω β

− + −
= −

− − 
 

∫ ∫ , 

( ) ( )
2

1
0 0

, , sin sin( )
2 2

2

l

iB a f a x x x dxd
la

πε κ χ χ κψ ψ ψ
χ κπ ω β

+ −
= −

− − 
 

∫ ∫ . (10) 
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Для завершення розв'язування задачі необхідно визначити невідомі 
поки що функції ( ), ,iU a x ψ . З цією метою її, а також відомі функції 

( ), ,if a x ψ  представимо у вигляді рядів Фур'є. Функції ( ), ,iU a x ψ  будуть за-
довольняти всім накладеним на неї умовам (крайовим умовам (5); умовам 
відсутності в їх розкладах доданків пропорційних головній частині і її похід-
ній у представленні (4)), якщо їх розклади у ряди мають вигляд 

 ( ) ( ) ( )
2 , 1

, , sin exp
2

n

i iks
k s s

U a x U a k x isκ χψ ψ
= ≠

+
= ∑∑ ,  (11) 

де ( )iksU a  – невідомі коефіцієнти. Аналогічно, з врахуванням (10), розкладе-

мо у ряди Фур'є ці частини функцій ( ), ,if a x ψ , які не містять головної час-
тини і її похідних у представленні (4), тобто 

 ( ) ( )
2 , 1

( , , ) sin exp
2

n

i iks
k s s

f a x f a k x isκ χψ ψ
= ≠

+
= ∑∑% % ,  (12) 

де ( , , )if a x ψ%  – ті частини функцій ( , , )if a x ψ , які не містять доданків, про-

порційних функції sin sin( )
2 2

x xκ χ χ κ ψ+ −
−  і її частинній похідній по ψ . 

Підставивши (11), (12) у (8), після прирівнювання коефіцієнтів при однако-

вих виразах вигляду ( )sin exp
2

k x isκ χ ψ+
, отримуємо невідомі коефіцієнти 

розкладу функції ( ), ,iU a x ψ  

 ( )
( )( )

( )2 2 2

1

4 2
iks iksU a f a

k iks sα κ χ β ω
=

+ + −
% .  (13) 

Покажемо, що вказану методику можна перенести і на випадок збуре-
них крайових умов вигляду 

 0 1 0( , ) ( , , )x x t xu x t F u u uε= == , 
1

( , ) ( , , )x l x t x lu x t G u u uε= == ,  (14) 

де 1 ( , , )x tF u u u  і 1 ( , , )x tG u u u  – відомі аналітичні функції. Для цього заміною 
змінних 
 ( , ) ( , ) ( , )u x t x t w x tυ ε= +   (15) 
із (1) отримуємо 

 2 22 [ ( , , ) ]tt xt xx x t tt xt xxf u u u w w wυ βυ α υ ε β α+ − = − − + .  (16) 

Виберемо функцію ( ),w x t  так, щоб вона була розв'язком диференці-
ального рівняння 0xxw =  і задовольняла крайовим умовам 

 0 1 0( , ) ( , , )x x t xw x t Fε υ υ υ= == ,
1

( , ) ( , , )x l x t x lw x t Gε υ υ υ= == .  (17) 



Національний лісотехнічний університет України 

Збірник науково-технічних праць 138

Тоді функція ( ),x tυ , як випливає із (15), буде вже задовольняти однорід-

ним крайовим умовам. Знайти функцію ( ),w x t  не становить значних труднощів: 

 1 1 0 1 0
1( , ) [( ( , , ) ( , , ) ) ( , , ) ]x t x l x t x x t xw x t G F x lF
l

υ υ υ υ υ υ υ υ υ= = == − + . (18) 

Підставивши в (16) на місце ( ),w x t  і її похідних вирази, які узгоджуються 
із (18), приходимо до розв'язаної вище задачі з однорідними крайовими умовами. 

Таким чином, отримані результати дають змогу стверджувати, що на-
віть постійна швидкість руху середовища призводить до зміни форми та часто-
ти прямої і відбитої хвиль порівняно із їх аналогічними характеристиками у 
середовищі, що не рухається, розрахункові ж формули дають змогу для кон-
кретного середовища визначити закони зміни в часі основних параметрів ди-
намічного процесу середовища. На завершення зауважимо, як і необхідно було 
чекати, при 0β =  із викладеного отримуються відомі результати, які стосу-
ються коливань одновимірних нерухомих середовищ (див., наприклад, [7]). 
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