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Запропоновано методику дослідження коливних процесів однорідних однови-
мірних нелінійно пружних середовищ, які характеризуються поздовжнім рухом. В ос-
нову досліджень покладено узагальнення, на основі застосування Ateb-функцій, мето-
ду усереднення на деякі класи диференціальних рівнянь з частинними похідними. 
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Periodic Ateb-functions in research of oscillations  

of strongly nonlinear moving mediums 
It is offered a technique of research of oscillatory processes homogeneous unidimen-

sional nonlinearly elastic mediums which are characterized by a longitudinal motion. In a 
basis of researches generalization on a foundation of use of Ateb-functions, an averaging 
method on some classes of the differential equations in fractional derivatives is necessary. 
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Багато прикладних задач механіки вимагають вивчення коливних про-
цесів у середовищах, що рухаються з постійною чи змінною швидкостями 
(бурові установки вентиляційних стволів шахт і нафтових промислів, трубоп-
роводи, якими транспортується рідина, струна або волокно при намотуванні 
чи технологічному процесі й ін.). Математичними моделями динамічних про-
цесів у таких системах є диференціальні рівняння з частинними похідними, 
які для свого дослідження не дають змоги застосовувати класичні методи 
Фур'є чи Д'Аламбера [1]. Тому такі задачі вивчені, певною мірою, за припу-
щенням найпростіших фізико-механічних властивостей матеріалу середови-
ща [2-4]. Проте найпростіші (лінійні) моделі руху середовищ не можуть дати 
відповідь на цілий ряд практичних і теоретичних питань, які виникають під 
час вивчення реальних динамічних систем. У зв'язку з цим виникає необхід-
ність розгляду більш складних, нелінійних аналогів цих систем, що рухають-
ся вздовж своєї осі. Нижче, на прикладі поздовжніх коливань рухомого су-
цільного одновимірного середовища, розглядається така модель середовища, 
пружні властивості матеріалу якого значною мірою відмінні від лінійного за-
кону. Для отриманого диференціального рівняння руху середовища (за пев-
них обмежень щодо швидкості його руху), розроблено методику досліджен-
ня. В її основу покладено ідею використання періодичних Ateb-функцій [5-8] 
для побудови розв'язків звичайних диференціальних рівнянь із степеневою 
нелінійністю і узагальнення методу усереднення на нелінійні рівняння із час-
тинними похідними, які описують рух середовища. Це дає змогу в межах 
прийнятих припущень дослідити вплив кінематичних і фізико-механічних 
параметрів на основні характеристики руху середовища. 

Диференціальне рівняння коливань. Розглянемо поздовжні коливання 
рухомого одновимірного середовища на прикладі прямолінійної однорідної 
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стрічки (стрижня, канату, труби й ін.). Вважатимемо, що вона рухається 
вздовж своєї геометричної осі зі сталою швидкістю V . 

 
Рис. 1. Схема сил, які діють на елемент рухомої прямолінійної стрічки 

Позначимо: ( )txu ,  – поздовжнє переміщення перерізу з координатою 
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в'язко-пружні властивості матеріалу стрічки. Будемо вважатимемо, що їх з 
достатнім степенем точності можна апроксимувати залежністю 
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де: ∗E  – "модуль пружності" матеріалу стержня; F0 – площа поперечного пе-

рерізу (стала величина), 1+ν  – стала вигляду 
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µ  – малий параметр, який вказує на незначне відхилення пружних власти-
востей матеріалу від степеневого закону. Спираючись на рівняння кінетоста-
тики, умова динамічної рівноваги елементу стрічки набирає вигляд 
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де ρ – маса одиниці довжини матеріалу стрічки. 
З врахуванням того, що стрічка здійснює поздовжній рух із сталою 
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Останні співвідношення дають змогу диференціальне рівняння руху 
середовища записати у вигляді  

 







∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂








∂
∂

=
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

2

22

12

2
2

2

2
2

2

2

2

,,,2
x
u

tx
u

t
u

x
uf

x
u

x
u

x
uV

tx
uV

t
u µα

ν

,  (4) 



Національний лісотехнічний університет України 

Збірник науково-технічних праць 98

де ( )
0

2 1
F
E

ρ
να

∗+
= , а 








∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

2

22

1 ,,,
x
u

tx
u

t
u

x
uf  відомим чином виражається через 

функцію 







∂
∂

∂
∂

t
u

x
uf , . Зауважимо, при 0ν =  (матеріал середовища задоволь-

няє вимоги квазілінійного закону пружності) задача розглядалась в [10], при 
0V =  – в [7, 8]. 

Методика дослідження. Легко переконатись, що навіть у лінійному 
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ну ідею методів збурень [11, 12]. Згідно із останніми припущеннями, розгля-
немо спочатку незбурене рівняння 
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Для дослідження рівняння (6) можна використати метод відокремлен-
ня змінних, згідно із яким, як показано в [7, 8], його одночастотні розв'язки 
виражаються за допомогою періодичних Ateb-функцій у вигляді 
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вони також виражаються через періодичні Ateb-функції відповідно у вигляді 
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Використовуючи принцип одночастотності коливань у нелінійних 
системах з багатьма ступенями вільності та розподіленими параметрами [12], 
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ності (7) можна вважати і розв'язком розглядуваних збурених крайових задач. 
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функціями часу і вони визначаються із системи диференціальних рівнянь 
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Досліджувати закони зміни амплітуди параметрів ka  і kθ  за допомо-
гою отриманої системи диференціальних рівнянь є, взагалі кажучи, також не 
простою задачею. Щоб спростити її використаємо наступне: 
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 максимальні їх значення (через прийняті припущення) є порядку µ ; 
 точність системи диференціальних рівнянь першого порядку із малими пра-
вими частинами не зміниться, якщо у правих їх частинах зробити похибку 
вищого порядку ніж µ . 
Вказане вище дає змогу для системи рівнянь (12) застосувати метод 

усереднення [14], згідно із яким вона, для розглядуваного наближення, екві-
валентна наступній 
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Таким чином, як показують останні формули, у першому наближенні 
швидкість руху середовища впливає тільки на частоту його власних коли-
вань, причому із збільшенням швидкості руху середовища – власна частота 
коливань зменшується. Вказане явище особливо актуальне при дослідженні 
резонансних явищ у вказаного типу одновимірних систем. 

Як приклад, розглянемо поздовжні коливання рухомого стрижня, ма-
теріал якого задовольняє істотно вимогам нелінійного закону пружності 
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де Ε  – стала. 
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(8), отримуємо: амплітуда коливань стрижня залишається сталою (система 
консервативна), що стосується частоти власних коливань, то вона залежить 
від амплітуди коливань та швидкості руху стрижня і визначається залежністю 
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де 1 E Fα ρ= . 
Нижче на графіку (рис. 2) показано залежності частоти власних коли-

вань від швидкості при різних значеннях параметру ν . 

 
Рис. 2. Залежність частоти власних коливань стрижня від швидкості руху 
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Отримані результати показують: із зростанням швидкості власна час-
тота коливань зменшується, до того ж швидкість спадання частоти менша 
для більш м'яких матеріалів. Це особливо актуально при дослідженні резо-
нансних явищ у вказаних системах. 
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РОЗРАХУНОК НЕСУЧОГО КАНАТА НЕЗАВАНТАЖЕНОЇ  
ДВОПРОМІЖНОЇ УСТАНОВКИ 

Розроблена методика для визначення форми прогину несучого каната підвісної 
системи з двома проміжками. Проведено числовий аналіз трелювальної установки 
для конкретного випадку. Стверджується, що запропоновану методику можна засто-
совувати і для канатних трелювальних установок з довільним числом проміжків. 

Doc. L.O. Tysovskyj; doctorate I.M. Rud'ko – NUFWT of Ukraine 
Calculation of a bearing cable of not loaded plant with two runs 
The technique of definition of the form of a deflection of a bearing rope of pendant 

system with two runs is developed. It is lead the numerical analysis of pendant plant for a 
concrete case. It is certain, that the resulted technique can be applied and to transport plant 
with any number of runs. 


