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ВПЛИВ ІМПУЛЬСНИХ СИЛ НА НЕЛІНІЙНІ КОЛИВАННЯ 
КОНСЕРВАТИВНИХ СИСТЕМ 

Розв'язуються задачі про аналітичне дослідження коливальних процесів сильно 
нелінійних консервативних систем з одним та багатьма ступенями вільності під дією 
різної природи імпульсних сил. В основу досліджень покладено: а) ідею використан-
ня періодичних Ateb-функцій для описання коливальних процесів систем із степене-
вою нелінійністю; б) принцип одночастотності коливань у нелінійних системах з ба-
гатьма ступенями вільності і розподіленими параметрами; в) узагальнення, на основі 
вказаних вище функцій, методу усереднення на нові класи нелінійних диференціаль-
них рівнянь. 

Prof. M.P. Martynciv – USUFWT; 
doc. B.I. Sokil, M.B. Sokil – NU "Lvivs'ka politekhnica" 

Implosive force's influence on non-linear oscillation's of conservative forces 
The tasks of analytical research of oscillatory processes of strongly nonlinear 

systems with the concentrated weights and allocated parameters under influence of a diffe-
rent nature pulse indignations are solved. In a basis of researches are: а) a principle of one-
rate fluctuations; b) idea of periodic Ateb-functions use for the description of oscillatory 
processes of systems with nonlinear; c) application with use of the mentioned above functi-
ons, asymptotic method on new classes of nonlinear systems 

Предметом досліджень, які проведено у статті, є так звані системи з ім-
пульсною дією. Природа імпульсних сил різна і вини можуть діяти як у фіксо-
вані моменти часу, так і при проходженні системи через конкретні положення. 
У своїй еволюції імпульсні сили характеризуються короткою тривалістю дії 
(удар, миттєвий поштовх), а це в багатьох випадках дозволяє нехтувати трива-
лістю дії таких сил, і при описі процесу математичними співвідношеннями 
(диференціальними рівняннями) вважати їх дію миттєвою. Незважаючи на 
вказане, імпульсні сили можуть бути причиною значних кількісних і якісних 
змін у динаміці процесу, а розгляд таких задач зумовлений багатьма явищами 
та процесами, що мають місце у фізиці, техніці, біології та ін. Дослідження ко-
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ливальних процесів таких дискретних чи дискретно-неперервних систем за лі-
нійної чи квазілінійної їх математичних моделей проводились, наприклад, в 
[1-4]. Нижче, використовуючи метод усереднення [5] у поєднанні з Ateb-фун-
кціями [6], розглянуто математичні моделі більш складних систем – систем із 
сильною нелінійністю як з одним, так і з багатьма ступенями вільності. 

1. Коливання нелінійних консервативних систем з одним ступе-
нем вільності під дією імпульсних сил, які залежить від часу. Відомо, що 
у консервативних системах відсутня дисипація енергії, а тому коливання у 
них відбуваються зі сталою амплітудою, яка визначається початковим станом 
системи. Що стосується частоти, то вона хоча й залежить від амплітуди, про-
те залишається також незмінною для вказаного типу нелінійних систем при 
незмінних початкових умовах. Незважаючи на вказані особливості коливаль-
них процесів консервативних систем, навіть малі імпульсні сили можуть бути 
причиною значних як кількісних, так і якісних змін у динаміці процесу. 

Моделлю коливального процесу консервативної сильно нелінійної 
системи з одним ступенем вільності, на яку діють імпульсні сили у фіксовані 
моменти часу, є рівняння: 

( ) ( ) ( )∑
=

+ −+=+
N

n
nn tty,yfyfyy

1

12 δεεα ν &&& ,    (1.1) 

де: )t)a(,,(caaby ii θων ++= 110  і ν  – сталі, причому, 
( )( ) 1

21 1212 −++= ssν , ,...,,si 210= ; 21,i = ; ( ) ( )( )nnn ty,tyf &ε  – величина імпульсної 
сили, яка діє у моменти часу nt ; ( )yf  як і )t(yi

0  – аналітичні функції своїх 
аргументів; ( )tδ  – дельта-функція Дірака; ε  – малий параметр. 

Під розв'язком рівняння (1.1) будемо розуміти кусково-неперервну 
функцію ( )tχ  з розривами першого роду при значеннях незалежної змінної 

),t(u)t(yy iii εε+= 0 , що відповідають моментам дії на систему імпульсного 
збурення, тобто 

( ) ( ) ( )( )tftt χεχαχ =+ 2&&       (1.2) 
при ntt ≠  й умовам розриву у вказані вище моменти часу 

( ) ( ) ( ) ( )( )nnnnn t,tftt χχεχχ &=−−+ 00 .    (1.3) 
Для знаходження функції, яка задовольняє вказаним вище умовам (є 

розв'язком нелінійного рівняння (1.1)), використаємо загальну ідею асимпто-
тичних методів нелінійної механіки [8]. Згідно із останньою, розглянемо від-
повідне йому незбурене, тобто рівняння 

012 =+ +να yy&& .      (1.4) 
Його періодичні розв'язки виражаються через Ateb-функції у вигляді: 
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де стала π2  визначається з умови π2  – періодичності по ( ){ }xX  використа-
них Ateb-функцій: ),t,y,...,y,y(f ni εµε 21 ; 

( ) ( )( ) ( )( )1111 22211 −−−− +++=+ νΓνΓπνΠ ,  – їх півперіод по аргументу ψl , а 
параметри a  і ψ  (амплітуда і фаза коливань) зв'язані співвідношенням 

( ) θνΠναπψ
ν

++
+

= − ta, 21 11
2

2  (θ  – довільна стала). 

Співвідношення вигляду (1.5), згідно із загальними принципами теорії 
збурень [7], можна вважати наближенням асимптотичного розв'язку збурено-
го рівняння (1.1), тільки для останнього випадку параметри a  і θ  будуть вже 
змінними в часі величинами. Розвиваючи ідею роботи [8], для знаходження 
закону зміни амплітуди і фази коливань отримуємо систему диференціальних 
рівнянь: 
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в якій  ( ) ( ) 21 11
2

2 ν

νΠναπω a,a +
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Зауважимо, тут і нижче за розв'язок незбуреного рівняння (1.4) вибра-
но перше зі співвідношень залежностей (1.5). Отримані залежності показу-
ють, що амплітуда й частота коливань збуреної системи за один період змі-
нюються на величину порядку ∑∑

==
−=−

00
1

j
jiij

j
jjii )bb(c)b(cb νν . Це дозволяє 

диференціальні рівняння (1.6) дещо спростити – усереднити праві їх частини 
по швидкій змінній ψ  і записати у стандартній формі: 
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Отримана система диференціальних рівнянь (1.7) набагато простіша за 
вихідну: до неї легко застосувати якісні методи дослідження диференціальних 
рівнянь, до того ж, у багатьох випадках із неї вдається отримати у квадратурах 
закони зміни у часі амплітудно-фазові характеристики коливань системи. 
Дійсно, зінтегрувавши перше рівняння системи (1.8), знаходимо для першого 
наближення закон зміни в часі амплітуди ( )ta  і частоти ( )tω  коливань: 
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та значення амплітуди коливань системи в момент дії на неї імпульсних сил: 

( )( )nr

r

n
nnnr tt,aAaa −+= ∑

=
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1
10 ψε , ,...,,r 321= ,   (1.9) 

де 0a  – початкова амплітуда. 
Залежності (1.7), (1.8) показують, що імпульсні збурення, які діють на 

консервативну систему, приводять як до кількісних, так і якісних змін у часі 
амплітуди коливань і вона на окремих відтинках часу (між діями двох сусід-

ніх імпульсів) може зростати при ( ) 0
1

1 >∑
=

−

r

n
nnn ,aA ψ  ( ( )1+∈ rr t,tt ), спадати при 

( ) 0
1
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n
nnn ,aA ψ  ( ( )1+∈ rr t,tt ) або навіть залишатись незмінною при 

( ) 0
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n
nnn ,aA ψ  ( ( )1+∈ rr t,tt ). 

Резонансний випадок. Під головним резонансним випадком дії на кон-
сервативну коливальну систему імпульсного збурення, яке залежить від часу, 
розуміють випадок, для якого: а) період по часу розв'язку рівняння (1.1) до-
рівнює величинам інтервалів між двома сусідніми імпульсами; б) знак ім-
пульсної сили співпадає із знаком швидкості руху системи; в) кількість ім-
пульсних сил є зліченою ( ∞→N ). Якщо не виконується друга умова, то таке 
імпульсне збурення буде відігравати роль сили опору. Нижче для досліджу-
ваної системи під резонансним випадком будемо розуміти більш простий ви-
падок – випадок, для якого період головної частини розв'язку рівняння (1.1) у 
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першому наближенні співпадає з відповідним міжімпульсним часом. 
Зазначимо, що вказані величини відрізняються на величину порядку 2ε , про-
те методика дослідження резонансного явища в останньому випадку суттєво 
спрощується. З урахуванням вказаного, умови π2 -періодичності по ψ  
розв'язку незбуреного рівняння, а також співвідношень (1.6), (1.8) – під го-
ловним резонансом будемо розуміти випадок, для якого моменти дії ім-
пульсних сил визначаються системою алгебраїчних рівнянь: 
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а також ( )nty  та ( ) ( )( )nnn ty,tyf &  одного знаку, тобто 
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При виконанні співвідношень (1.11), (1.12) друге рівняння системи 

(1.7) можна записати у вигляді ( ( )1+∈ rr t,ttпри ): 
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Таким чином, у випадку резонансу дії на консервативну сильно нелі-
нійну систему імпульсного збурення, яке залежить від часу, динамічний про-
цес системи описується залежностями (1.8), (1.13) у яких параметри rt  визна-
чаються системою алгебраїчних рівнянь (1.11). Аналогічні співвідношення 
можна отримати і для випадку демультиплікаційного чи резонансу на обер-
тоні зовнішньої частоти для яких rt  повинні задовольняти відповідно спів-
відношенням 
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Перші наближення залежностей, які визначають вплив на АЧХ дина-
мічного процесу імпульсних сил показують: а) якщо імпульсні сили діють на 
систему у моменти максимальних відхилень від рівноважного положення 
( ( ) 011 =+ nl,,sa ψν ), то вони спричиняють лише зміну частоти (періоду) коли-
вань; б) якщо імпульсні сили діють у моменти проходження через рівноваж-
ний стан ( ( ) 011 =+ nl,,ca ψν ), то їхня дія проявляється у зміні амплітуди про-
цесу. У випадках, коли запропонована методика не забезпечує необхідну точ-
ність розрахунків, то для визначення впливу на динаміку процесу імпульсних 



Науковий вісник, 2003, вип. 13.1 

2. Лісоексплуатація 77

сил слід використати більш тонкі аналітичні методи дослідження сильно не-
лінійних систем (методи, які дають розв'язки поставлених задач для другого і 
наступних наближень), наприклад, метод, в основу якого покладено узагаль-
нення u -методики на сильно нелінійні системи. 

2. Вплив імпульсного збуренням, яке залежить від положення на 
коливання нелінійних консервативних системи. У випадку дії на консер-
вативну сильно нелінійну коливальну систему з одним ступенем вільності ім-
пульсного збурення, величина якого значно менша від нелінійної відновлю-
ючої сили, а моменти дії його залежать від положення системи, математич-
ною моделлю її руху може бути диференціальне рівняння: 

( ) ( ) ( )00
12 yyy,yfyfyy −+=+ + δεεα ν &&& ,    (2.1) 

де: 0y  – положення системи, при проходженні через яке на неї діє імпульсне 
збурення величини ( )000 y,yf & . 

Слід зауважити, що: а) функції, які входять у праві частини рівняння 
(2.1) задовольняють умовам аналогічним, як і у випадку рівняння (1.1); б) із 
фізичних міркувань випливає, що імпульсне збурення буде діяти на систему 
тільки у випадку, коли 0yymax ≥ , у противному випадку динамічний про-
цес відбуватиметься із сталою амплітудою і для його описання можна вико-
ристати загальну для розглядуваного класу автономних систем методику. 

Представляючи розв'язок рівняння (2.1) аналогічно як і для (1.1) формі 
(1.5), отримуємо відносно нових змінних ib  і ψ  систему диференціальних 
рівнянь у вигляді: 

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ),l,,sayl,,aca,af,af
a

a ψνψνδψψ
ω
ε 1111 00 +−++

−
=&  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( )ψνψνδψψ

ω
νεωψ l,,cayl,,aca,af,af

aa
a 1111

2
2

00 +−++
+

−=& . (2.2) 

Нехай розв'язки рівняння ( ) 011 01 =−+− yl,,caan ψν  мають вигляд: 
1nψψ =  і 2nψψ =  ( 1−na  – амплітуда коливання системи, яке передує дії на неї 

r  – того імпульсу, 0a  – початкова амплітуда коливань). Існування розв'язків 
указаного рівняння забезпечується умовою б), якій задовольняють праві час-
тини рівняння (2.1). 

Використовуючи вказане вище, а також властивість дельта-функції 

Дірака ( )( ) ( )
( )∑
′
−

=
k k

k

xg
xxxg δδ  ( )( )0=kxg , систему рівнянь (2.2) запишемо у 

вигляді: 
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( ) ( ) ( )

( )
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ψννε

& ,     (2.3) 
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Для останньої системи диференціальних рівнянь можна використати 
математичний апарат усереднення і привести її до стандартного вигляду: 

( ) ( ) ( )[ ]∑
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− +
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=
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1211124
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a ψψ

π
νε
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де: 
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Система диференціальних рівнянь (2.4) за своєю структурою та мето-
дами дослідження аналогічна до системи диференціальних рівнянь (1.7), тіль-
ки для розглядуваного випадку моменти дії імпульсних збурень nt  є розв'яз-
ками рівнянь ( )( )[ ] 011 11 ytal,,caa nnn =++ −− θων . 

3. Одночастотні ("нормальні") коливання нелінійних консерва-
тивних систем із багатьма ступенями вільності під дією імпульсних збу-
рень. Аналітичне дослідження коливальних процесів механічних систем із 
багатьма ступенями вільності пов'язане зі значними труднощами у випадку, 
якщо вони відмінні від квазілінійних. Нижче запропоновано метод дослід-
ження певних типів нелінійних систем із багатьма ступенями вільності, на які 
діють імпульсні збурення. Він базується на знаходженні частинних розв'язків 
вигляду "нормальних" коливань, які не відповідають системам лінеаризова-
них диференціальних рівнянь, але, тим не менше, їх вдається знайти у зам-
кнутому вигляді. Такий аналітичний підхід до дослідження коливальних про-
цесів сильно нелінійних систем з багатьма ступенями вільності є найбільш 
прийнятним у випадках, коли лінеаризація вихідних рівнянь є принципово 
недопустимою, а побудувати загальний їх розв'язок є, взагалі кажучи, зада-
чею, яку розв'язати не вдається. 

Розглянемо консервативну систему з обмеженим числом ступенів 
вільності. Нехай: потенціальна енергія системи являє собою близьку до одно-
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рідної функцію узагальнених координат Sy,...,y,y 21  із показником однорід-
ності 2+ν  ( −S число ступенів вільності системи) 

( ) ( )∑ += SSr...rrS y,...y,yFy...yycy,...,y,y S
S 212121

21
21

εΡ ννν ;   (3.1) 

кінетична енергія – додатньо визначена квадратична форма 

( ) ∑
=

=
S

i
iiS ymy,...,y,y

1

2
21 2

1
&&&&Τ ,     (3.2) 

де: ( )Sy,...y,yF 21ε  – аналітична функція, яка характеризує відхилення потен-

ціальної енергії системи від однорідної функції; ∑
=

+=
n

i
i

1
2νν - показник одно-

рідності головної частини функції ( )Sy,...,y,y 21Ρ , 
Sr...rrc

21
; im  – сталі. 

Тоді диференціальні рівняння руху системи приймають вигляд: 
( )∑ =+ +−

+
−

−
−

SiSiiir...rriii y,...y,yfy...yyy...yycmy Siii
n 211

1
121

1 1121
21

εν νννννν&& ,   (3.3) 

де ( ) ( )
i

S
iSi y

y,...y,yFmy,...y,yf
∂

∂
= − 211

21 . 

Вважатимемо, що на досліджувану консервативну систему, точніше 
кажучи на її j -у точку, діють імпульсні збурення в моменти часу nt , а їх ве-
личина залежить від положення системи. Нехтуючи величинами порядку 2ε , 
диференціальні рівняння руху системи з врахуванням останнього приймають 
вигляд: 

( ) jiприy,...y,yfy...yyy...yycmy SiSiiir...rriii
Siii

n
≠=+ ∑ +−

+
−

−
−

211
1

121
1 1121

21
εν νννννν&& , (3.4) 

( )

( ) ( )∑

∑

=

+−
−

−+

+=+ +−

N

n
nSjn

SjSjjjr...rrjjj

tty,...y,yg

y,...y,yfy...yyy...yycmy Sjjj
n

1
21

211121
1 1121

21

δε

εν νννννν&&

, 

де ( )Snnnjnj y,...y,ygm 21ε  – величина імпульсного збурення, яке діє в момент 
часу nt . 

У сильно нелінійних консервативних системах, рух яких описується 
диференціальними рівняннями (3.4) при 0=ε  існують одночастотні коли-
вальні процеси, описати які можна за допомогою періодичних Ateb-функцій. 
Не зменшуючи загальності, вважатимемо, що у системі відбуваються нелі-
нійні коливання, які співпадають за формою з першою узагальненою коорди-
натою ("модою"), тобто ,yby ii 1= S,...,,i 32= . Модальні сталі ib  зв'язані систе-
мою алгебраїчних рівнянь 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) SjJj

S

S
S

Sjjjr...rri

Sr...rri

b....)b(.)b(.)b...(bbc

b...bbcb
νννννν
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ν
1132

21

32
21

1
1

132

321

1

1
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+
−

−∑

∑

=

=
 . (3.5) 

Отже, питання існування нормальних форм коливань у сильно нелі-
нійних механічних системах із S  ступенями вільності пов'язане із пробле-
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мою існування дійсних розв'язків системи нелінійних алгебраїчних рівнянь 
(3.5). Вказаного типу системи мають [9] у випадку цілих додатних ν  не мен-
ше ніж 2+ν розв'язків. Таким чином, нормальні моди (форми) коливань нез-
буреної системи (3.1) описуються за допомогою періодичних Ateb-функцій у 
вигляді: 

( )ψν l,,acay 111 += ,  ( )ψν l,,cabay ii 11+=
(

,   (3.6) 

де: ( ) θωψ += ta , θ,a  – сталі; 21 22
ν

νω a)()a( += − , ib
(

 – розв'язки рівнянь 
(3.5). 

Аналогічно як і для механічних систем із одним ступенем вільності, з 
(3.4), врахувавши (3.5), (3.6), отримуємо систему диференціальних рівнянь 
для знаходження законів зміни амплітуд і частот коливань системи у формах, 
які близькі до "нормальних" коливань незбуреної системи: 

( ) ( ) ( )ψψν
ω
εε ,b,...,b,b,afl,,sa
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a Sii
(((

& 3211 +
−

= , 
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де: ( ) ( ) ( ) ( )( )ψνψνψνψ l,,caba,...,l,,caba,l,,acaf,b,...,b,b,af SiSi 111111 232 +++=
(((((

; 

( ) ( ) ( ) ( )( )ψνψνψνψ l,,caba,...,l,,caba,l,,acag,b,...,b,b,ag SnSn 111111 232 +++=
(((((

. 
Усереднені диференціальні рівняння, які відповідають системі (3.7) із 

врахуванням того, що система без дії імпульсного збурення є консерватив-
ною, приймають вигляд: 

0=ia& , 

( ) ( )Sii b,...,b,b,aBa
(((

& 32εωψ += ,     (3.8) 

( )nSn

N

n
jnj ,b,...,b,b,aAa ψε

(((
& 321

1
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=
∑= , 

( ) ( ) ( )nSn

N

n
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((((((
321

1
32 −

=
∑++= , 

в яких праві частини визначаються та досліджуються подібним чином як і 
для диференціального рівняння (1.1). 

У випадку дії на консервативну систему з багатьма ступенями віль-
ності, рух якої описується автономними рівняннями (3.3) імпульсного збу-
рення, яке залежить від положення j -ої точки системи, диференціальні рів-
няння, які описують закони зміни в часі амплітуди й фази коливань у формах 
близьких до нормальних форм коливань незбуреної системи, можна привести 
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також до вигляду (3.8), тільки праві частини цих рівнянь визначаються подіб-
но як і для диференціального рівняння (2.1). Саму ж методику можна уза-
гальнити і на деякі інші класи сильно нелінійних консервативних систем із 
багатьма ступенями вільності, зокрема на системи, математичними моделями 
руху яких є рівняння 

( ) ( )∑
=

++− =−++
0

21
111 2

j
Sijiijii y,...y,yf)yy(сmy εν νν&&    (3.9) 

при дії на них малих імпульсних сил, що залежить від часу або положення 
системи. Нормальні форми коливань, які відповідають незбуреним рівнянням 
(3.9), можна описати також залежностями (3.6), тільки параметри ib

(
 для ос-

таннього випадку є розв'язками системи алгебраїчних рівнянь 

∑∑
==

−=−
00

1
j

jiij
j

jjii )bb(c)b(cb νν .    (3.10) 

Таким чином, дослідження коливальних процесів сильно нелінійних 
консервативних систем з багатьма ступенями вільності, потенціальна енергія 
яких є близькою до однорідної функції узагальнених координат, на які діють 
імпульсні сили, можна проводити на основі методики, яка викладена у пп. 1, 2. 
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